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Abstract	
Based on the scientific theories developed by Popper, Kuhn and Lakatos, we analyze and discuss the development of 
mathematical knowledge by analyzing experimental and creative steps in mathematical proofs examining three cases, 
one by Fermat, one by Gauss, and one by Huygens. 
I all cases there seem to be experimental and creative steps present. It is difficult to substantiate the experimental 
steps in Fermat’s proof. 
Both Gauss and Huygens perform several experimental steps in the development of their proofs. There are also 
creative steps creating new mathematical knowledge. 
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Resummé	
Baseret på Popper , Kuhns og Lakatos’ videnskabsteoretiske ideer analyserer vi udviklingen af matematisk viden ved at 
analysere eksperimentelle og kreative skridt i matematiske beviser ved at undersøge tre cases, en af Fermat, en af 
Gauss og en af Huygens. 
I alle vores cases lader der til at være eksperimentelle og kreative skridt til stede. Dog er det svært at underbygge de 
eksperimentelle skridt i Fermat’s bevis. 
Både Gauss og Huygens foretager adskillige eksperimentelle skridt i udviklingen af deres beviser. Der ses kreative 
skridt der bidrager til ny matematisk viden.   
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Baggrund:	
Baggrunden for vores videnskabsprojekt er, at vi begge underviser på afgangsgivende ungdomsuddannelser som 
gymnasier og HF. 
Det er vores oplevelse, at vores elever og kursister ofte har meget svært ved at gennemskue ideerne og skridtene i 
matematiske beviser. 
Vores oplevelser er, at eleverne ser beviserne som meget tørre, kedelige, teoretiske og svære at relatere til konkrete 
opgaver eller situationer. Eleverne spørger: Hvorfor skal vi lære at bevise? Vi tænker, at deres spørgsmål går både på 
beviser samt at argumentere stringent og logisk. Tilsyneladende mangler eleverne forbindelsen mellem matematik‐
beviser og logik/argumentation, med relevans for såvel naturvidenskabelige som de sproglige fag. 
I alle fag i gymnasiet skal man jo ved hjælp af informationer og det gældende sæt definitioner og regler for hvordan 
samspillet mellem forskellige elementer er i lige præcis det fagområde, argumentere for sit synspunkt ved hjælp af 
disse informationer og regler. Denne argumentation mener vi er meget lig Euklids formalistik, som vi gennemgår i 
dette projekt. 
Vi kunne godt tænke os at sætte beviser i relation til en eksperimentel vinkel eller eksperimentelle situationer, som vi 
fremadrettet kunne benytte i vores undervisning for at gøre den mindre tør og kedelig og mere jordnær, 
eksperimentel, interessant og underholdende. 
Ud fra dette udgangspunkt har vi valgt at se på de videnskabsteoretiske vinkler fra Popper og Kuhn, som er basis for 
de mere konkrete overvejelser gjort af Lakatos, der ser på de kreative og eksperimentelle skridt, der er gjort i 
forbindelse med udvikling af matematiske beviser. 
 
  	
7/106 
 
Problemformulering	
Derfor har vi valgt at arbejde med problemformuleringen: 
”Hvordan udvikles ny matematisk viden ved hjælp af eksperimentelle metoder ud fra cases med udvikling af beviser?” 
Vi vælger at analysere 3 beviser af Fermat, Gauss og Huygens, hvor vi identificerer bevisskridt. Vi identificerer 
eksperimentelle skridt og kreative skridt. 
Ved at sammenholde de eksperimentelle skridt og de kreative skridt får vi et indblik i, hvordan sammenhængen er 
mellem eksperimentelle metoder og udvikling af ny matematisk viden. 
Kreative skridt i sig selv i et bevis må indeholde udvikling af ny matematisk viden. Ny matematisk viden er også 
indeholdt i et bevis af et nyt theorem eller i en ny metode til at bevise et eksisterende theorem.  
Introduktion	
 
Eksperimentel	matematik,	definitioner		
Ifølge Christensen, Lyndrup & Pipenbring (20)  gælder der, at: 
”Sætninger opstår ikke bare af sig selv, men ved at prøve sig frem og ved at eksperimentere, opdager matematikeren 
sammenhænge som til sidst bliver så overbevisende, at de er værd at bevise.” 
 
Ydermere mener Christensen et. al at ud fra G. Polyas ”demonstrative reasoning” (til beviser) og ”plausible reasoning” 
(til argumenter, der benyttes som inspiration til eksperimenteren eller at opstille formodninger) gælder der følgende: 
 
”Eksperimentel matematik kan beskrives som en arbejdsmetode, hvor vi lærer eleverne at gætte kvalificeret om 
matematik.” 
 
Borwein og Devlin understøtter det samme synspunkt for udvikling af matematisk viden, hvor der beskrives at ”hvis 
man ser på de private noter fra alle store matematikere vil man se”: 
 
”page after page of trial‐and‐error experimentation (symbolic or numeric), explanatory calculations, guesses 
formulated, hypotheses examined (…) etc.” (34), s. 2. 
 
Det vil sige at et element af eksperimentelt/eksperimenterende matematik er: 
Definition 1:  ”At afprøve forskellige metoder, at gå frem på en eksperimenterende måde.” 
Fremover i dette projekt vil vi kalde ovenstående for ”Definition 1”. 
Lakatos’ definition af eksperimentelle skridt i udvikling af beviser med ”Proofs and refutations”, hvor udvikling af 
beviset for Eulers polyedersætning tages under ”kærlig behandling” som udviklingsprojekt for en imaginær klasse (24). 
Der henvises til separat gennemgang af Lakatos’ ”Proofs and refutations”, hvor blandt andet begrebet ”monster‐
barring” indføres. 
“Eight roles for computation” hvor forfatterne Bailey og Borwein opsummerer hvorledes (computer)beregninger kan 
benyttes i eksperimentel matematik . 
De 8 ”roller”/tilfælde er som følger: 
1. Opnå indsigt og intuition eller bare viden (”Gaining insight and intuition, or just knowledge”) 
2. Opdage nye facts, mønstre eller sammenhænge. (”Discovering new facts, patterns, and relationships.”) 
3. Tegne grafer for at afsløre matematiske fakta, strukturer eller principper (“Graphing to expose mathematical 
facts, structures or principles.”) 
4. Grundige tests og specielt at falsificere formodninger. (“Rigorously testing and especially falsifying 
conjectures.”) 
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5. Udforske mulige resultater for at se om der er belæg for et formelt bevis. (“Explore possible results to see if it 
merits formal proof.”) 
6. Foreslå angrebsvinkler for et formelt bevis (“Suggesting approaches for formal proof.”) med for eksempel 
udvikling af beviset for ”kubik theta funktions identiteten” ved hjælp af ren symbol håndtering. 
7. Computer‐beregninger erstatter meget lange manuelle beregninger (“Computing replacing lengthy hand 
derivations.”) 
8. Bekræftelse ved hjælp af computer‐verificérbare korollarer, for eksempel med nogle tilfælde af Fermats 
sidste Sætning (“Confirming analytically derived results.”) 
I vores eksempler benyttes fortrinsvis håndskrevne beviser før computerens opfindelse, så vi vil benytte de 
ovenstående 8 tilfælde til at klassificere tilfælde af eksperimentel matematik, også i de tilfælde, hvor beregningerne 
ikke er foretaget på eller ved hjælp af computere. 
Her for beregningers vedkommende, som ikke nødvendigvis er foretaget ved hjælp af computere, er tilfælde 1‐5 mest 
relevante for vores bevis‐skridt. 
Uddybelser af de ”8 roles for computation” ud fra eksempler præsenteret i (19) s. 16‐24. 
Eksempel 1.1 “A proof and a disproof”: 
Moderne computer algebra systemer kan afsløre at 
(1.6)   
0 ൏ නሺ1 െ ݔሻ
ସݔସ
1 ൅ ݔଶ
௧
଴
݀ݔ ൌ 227 െ ߨ 
da integralet kan opfattes som arealet under en positiv kurve, men uden en egentlig forklaring af hvorfor. 
Hvis vi lader vores CAS værktøj udregne det ubestemte integrale kommer den frem til følgende: 
නሺ1 െ ݔሻ
4ݔ4
1 ൅ ݔ2
ݐ
0
݀ݔ ൌ 17 ݐ
7 െ 23 ݐ
6 ൅ ݐ5 െ 43 ݐ
3 ൅ 4ݐ െ 4arctan	ሺݐሻ 
Nu kan vi differentiere og benytte analysens fundamentalsætning til at få (1.6). 
Ved hjælp af ovenstående eksempel vises tilfælde 1, opnå indsigt og viden, tilfælde 6, foreslå angrebsvinkler for et 
formelt bevis, samt også tilfælde 4, da vi falsificerer den ”dårlige” formodning, at ߨ er lig 227 . Computer‐assisterede 
beregninger er enklere og hurtigere end manuelle beregninger (tilfælde 7) og kan give os et bevis for (1.6). 
Som et eksempel på tilfælde 2, ”Discovering new facts, patterns and relationships” viser et eksempel med antallet af 
additive delmængder af positive heltal n, p(n) er genereret af 
(1.2)   
1 ൅෍݌ሺ݊ሻݍ௡ ൌෑሺ1 െ ݍ௡ሻିଵ
ஶ
௡ୀଵ௡ஹଵ
 
Således er ݌ሺ5ሻ ൌ 7 da 
5 ൌ 4 ൅ 1 ൌ 3 ൅ 2 ൌ 3 ൅ 1 ൅ 1 
(1.3)  ൌ 2 ൅ 2 ൅ 1 ൌ 2 ൅ 1 ൅ 1 ൅ 1 ൌ 1 ൅ 1 ൅ 1 ൅ 1 ൅ 1 
Udvikling af (1.2) er ifølge Borwein et al. (19) en god introduktion til beregninger ved hjælp af genererende funktioner. 
Ramanujan benyttede MacMahon’s tabeller af p(n) til intuitivt at ræsonnere sig frem til kongruenser som 
݌ሺ5݊ ൅ 4ሻ ≡ 0	݉݋݀	5, ݌ሺ7݊ ൅ 5ሻ ≡ 0	݉݋݀	7 
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og    ݌ሺ11݊ ൅ 6ሻ ≡ 0	݉݋݀	11 
ud fra følgende data: 
(1.4)  
ܲሺݍሻ ൌ 1 ൅ ݍ ൅ 2ݍଶ ൅ 3ݍଷ ൅ ૞ݍସ ൅ 7ݍହ ൅ 11ݍ଺ ൅ 15ݍ଻ ൅ 22ݍ଼ ൅ ૜૙ݍଽ ൅ 42ݍଵ଴ ൅ 56ݍଵଵ ൅ 77ݍଵଶ ൅ 101ݍଵଷ
൅ ૚૜૞ݍଵସ ൅ 	176ݍଵହ ൅ 231ݍଵ଺ ൅ 297ݍଵ଻ ൅ 385ݍଵ଼ ൅ ૝ૢ૙ݍଵଽ ൅ 627ݍଶ଴ ൅ 792ݍଶଵ ൅ 1002ݍଶଶ
൅⋯ 
Cases (5n + 4) og (7n + 5) er markeret i (1.4) som fed og grønne. 
Iterative metoder som eksperimentelle matematiske metoder. 
Borwein og Borwein udvikler ved hjælp af Gauss’ aritmetriske‐geometriske gennemsnit (agm) algoritme en ny og 
forbedret iterativ algoritme, der konvergerer eksponentielt mod p. Tyve iterationer giver en præcision på over 2 
millioner decimaler (4). 
Jeg gengiver iterationen, der benyttes til ved hjælp af computerkraft at lave de typer beregninger, som tidligere blev 
lavet manuelt af for eksempel Johann Dase, en ”idiot savant” på Gauss tid, der i 1844 beregnede p med 200 
decimalers nøjagtighed i løbet af en periode på 2 måneder (6). 
”Theorem 2: Consider the three‐term iteration with initial values 
ߙ0 ≔ 	√2, 	ߚ0 ≔ 	0	, ߨ0 ≔ 2 ൅ √2	given by 
(i) ߙ݊൅1 ≔ 	 12 ሺሺߙ݊ሻ½ ൅ ሺߙ݊ሻെ½ሻ 
(ii) ߚ௡ାଵ ≔ ሺሺߙ௡ሻ½ ቀ ఉ೙ାଵఉ೙ାఈ೙ቁቁ 
(iii) ߨ௡ାଵ ∶ൌ 	ߨ௡ߚ௡ାଵ ቀଵାఈ೙శభଵାఉ೙శభቁ 
Then ߨ݊	converges exponentially to p and  
|ߨ݊ െ ߨ| 	൑ 	 1102݊  
 
Historisk set og i lyset af dette projekt er det, som Borwein & Borwein beskriver som Archimedes metode, interessant. 
Archimedes overvejede omskrevne og indskrevne regulære polygoner, ”n‐goner”, i en cirkel med radius 1 for at kunne 
udregne mere og mere præcise værdier for p. Metoden er eksperimentel i forstanden Definition 1 ”at afprøve 
forskellige metoder, at gå frem på en eksperimenterende måde” og den kan laves som en iteration, hvor resultatet 
bliver mere og mere præcist. 
Ved at benytte n=96 fik han: 
3,1405… ൌ 63362017,25 ൏ ߨ ൏
14688
4673,5 ൌ 3,1428 
Hvis 1/An angiver arealet af et indskrevet regulær 2n‐gon og 1/Bn angiver arealet af det omskrevne regulære 2n‐gon 
omkring en cirkel med radius 1 gælder der 
(1.1) ܣ௡ାଵ ൌ ඥܣ௡ܤ௡	, 	ܤ௡ାଵ ൌ 	 ஺೙శభା஻೙ଶ 	     
Denne 2‐leds iteration med startværdier A2 := ½ og B2 := ½ kan benyttes til at udregne p . 
ܣ15െ1 er for eksempel 3,14159266, som er korrekt til de første 7 decimaler (54). 
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Ved hjælp af denne iterative metode udregnede Ludolph von Ceulen p til 35 decimalers nøjagtighed ved hjælp af 
Archimedes metode. (6). 
Ud fra det eksperimenterende aspekt af Arkimedes metode samt de moderne computer‐assisterede beregninger der 
passer i tilfælde 7 af Bailey og Borweins “Eight roles for computation” vil det være acceptabelt at manuelle metoder, 
der har mange lighedstegn med de ovenstående iterationer kan indgå under definitionen ”eksperimentel matematik 
indeholdende iterationer”. 
Typer eksperimentelle skridt som defineret af Medawar (19), s. 5 
Kantianske: Teoretiske tankeeksperimenter. 
Aristoteleanske: Demonstrationer som eksempler og ikke beviser. 
Baconiske: ”Lad os prøve os frem” eksperimenter. 
Galileiske: Planlagte kritiske eksperimenter designet til at sandsynliggøre eller afvise hypoteser. 
Ovenstående forsøgstyper har en relevans for ”model af eksperimenters rolle i den videnskabelige proces”, som vist 
i ”Figure 1.1” nedenfor. 
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Kreative	skridt,	definitioner	
Gila Hanna beskriver kreativitet i beviser som noget, der kan komme fra ”indskydelser” eller intuition, observation af 
den fysiske verden, eller fra eksperimenteren med specifikke cases (35). 
Faktisk mener Hanna yderligere, at matematisk kreativitet kan beskrives som ”inspired guesswork”, om end baseret 
på kendte bevisregler, tidligere anvendte metoder, og stor baggrundsviden om egne og andres beviser. 
Brunkalla skriver (55): 
 “Creativity enters mathematics in many different ways. Three important ways are abstraction, connection, and 
research. The creativity of abstraction concerns the creation of models that reflect the real world and can be solved 
with mathematical tools known to the individual. The creativity of connection is the realization that known 
mathematical tools can be applied to new problems, allowing problems to be viewed in a new way. Connections are 
also made when mathematical and other knowledge come together to understand and solve problems from a variety 
of areas. Finally, the creativity of researching is the discovery of new mathematical tools that fit unsolved problems 
and add to the available tools for other users of mathematics.” 
Vi vil benytte os af Brunkallas beskrivelser og ud fra ovenstående definere følgende i forbindelse med kreative skridt i 
beviser: 
”At lave noget nyt og ikke tidligere afprøvet” som et eller flere skridt i et bevis. Dette er udvikling af ny matematisk 
viden, hvor vi refererer til ”creativity of researching” i ovenstående tekst. Her er ”new mathematical tools” udviklet 
ved hjælp af ny viden. 
”At benytte eksisterende viden på en ny måde”, hvor vi refererer til ”creativity of connection” i ovenstående tekst, 
hvor ”known mathematical tools” kan anvendes på nye problemer,  så disse problemer kan anskues ”in a new way”. 
Her forestiller vi os kendt viden anvendt på nye, ikke tidligere set, problematikker eller opgaver, hvor denne viden ikke 
tidligere har været anvendt i denne sammenhæng. 
Model af eksperimenters rolle i den videnskabelige proces (19, s. 7):  
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Beviser,	definitioner	
(35), s. 1‐13. 
“Det klassiske paradigme: Euklidisk Geometri”. 
I Euklidisk geometri gælder der følgende: 
Der defineres 5 følgeregler (slutningsregler). 
Der defineres 5 postulater (aksiomer). 
Der er 23 definitioner. 
Det første theorem bevises ud fra definitioner og postulater, som vi ”ved” er sande ved at benytte slutningsreglerne. 
Herefter formodes det første theorem at være sandt og kan benyttes på samme niveau som vores aksiomer og 
definitioner til at bevise yderligere theoremer. Der henvises til Case ”Euklid Geometri”. *** 
Brugen af definitioner og postulater samt brug af slutningsregler er basis for den moderne matematiks bevisførelse 
med brug af deduktive beviser. 
Elementær logik‐regel  ”modus ponens”: 
Når P står alene betyder det at P er sand. 
”Modus ponens”: 
(1) P medfører Q 
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(2) P 
(3) Derfor Q 
Q er konsekvensen af propositionerne (1) og (2) kun benyttet i sammenhæng. Hver af propositionerne taget enkeltvis 
siger ikke noget om Qs sandhed. 
Hvis P er sand, så er Q dermed også sand. 
Bemærk at reglen IKKE siger, at Q er falsk hvis P er falsk. 
Ovenstående regel benyttes i deduktiv logik i matematiske beviser med brug af logiske deduktive skridt, 
modstridsbeviser samt induktive beviser. 
Den ”modsatte” regel er, at hvis (1) er P medfører Q og Q ikke er sand, så kan P derfor heller ikke være sand. 
Dette illustrerer en anden deduktiv regel i deduktion, kendt som ”modus tollens”: 
”Modus tollens”: 
(1) P medfører Q 
(2) Ikke‐Q 
(3) Derfor ikke‐P 
Modus tollens reglen er baggrunden for modstridsbeviset, hvor en formodning om et bevis’ falskhed medfører 
uacceptable konsekvenser. Typisk for at bevise S tager vi ikke‐S og viser, at ikke‐S medfører Q, hvor Q er et udsagn, 
som allerede er kendt som falsk. 
Beslægtet med ovenstående er ”reductio ad absurdum” som siger at en proposition P må være falsk hvis vi kan udlede 
en selvmodsigelse ud fra den. Hvis P både kan medføre Q såvel som ikke‐Q så må P være falsk. 
Reductio ad absurdum: 
(1) P medfører Q 
(2) P medfører ikke‐Q 
(3) Derfor ikke‐P 
En anden benyttet regel i matematik er ” elimination of disjunction”, ”adskilt elimination”. Hvis man ikke ved,  om S 
eller P er sand men at en af dem må være sand. Hvis man derefter kan vise, at både P medfører Q såvel som S 
medfører Q, så må Q være sand: 
”Elimination of disjunction”: 
(1) P eller S 
(2) P medfører Q 
(3) S medfører Q 
(4) Derfor Q 
Bevistyper: 
Direkte bevis, logiske deduktive skridt. 
Det mest benyttede form for bevis er direkte argument, der benytter givne, accepterede fakta eller eksisterende viden 
samt en opstillet hypotese. Fremgangsmåden er brug af modus ponens frem til konklusion af hypotesens rigtighed, 
som Gila Hanna formulerer det. 
Jeg ville betegne denne form for logiske skridt for deduktive logiske skridt. 
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Modstridsbevis: 
Denne type bevis kaldes også for et indirekte bevis. Logik argumenterne er opbygget omkring modus tollens, 
eller ”reduction ad absurdum.” 
Er hypotesen, at A medfører B. Så vil et indirekte bevis gå ud fra, at B er falsk og vise, at det medfører at A er falsk eller 
en anden selvmodsigelse er gældende. For eksempel kunne et andet, allerede kendt Theorem tilbagevise. Det ville 
være en selvmodsigelse. 
Der henvises til modstridsbevis for at √2 er et irrationelt tal i afsnit ”Fermats sidste sætning ” og ”Skridt i beviser for 
Fermats sidste sætning”. 
Induktionsbevis: 
For at vise, at en resultat gælder for alle naturlige tal n∈N så skal det først eftervises, at resultatet gælder det/de 
første relevante værdier af n, typisk for n=1. 
Derefter skal det vises, at hvis resultatet er sandt for en værdi n, så kan vi vise, at det medfører, at udtrykket også er 
sandt for n+1. Det vil sige, at hvis vi efterviser sandheden af udtrykket for n=1, det første naturlige tal, og derefter det 
generelle: Hvis udtrykket sandt for n, så medfører det, at udtrykket også er sandt for n+1, så når vi har vist det det 
gælder for n=1 har vi jo vist det for n+1, dvs n=2, når vi har vist det for n=2 gælder det også for n=3 og så fremdeles for 
alle naturlige tal n∈N. 
At eftervise udtrykket for n=1 (eller det relevante første skridt) kaldes for startskridtet eller initial/basis skridtet. 
At eftervise, at det at udtrykket gælder for n medfører at det også gælder for n+1 kaldes for induktionsskridtet. 
Eksempel:  
(*)    1 ൅ 3 ൅ 5 ൅⋯൅ ሺ2݊ ൅ 1ሻ ൌ ݊ଶ 
(summen af de første n ulige tal er n2) for alle positive heltal n. 
Startskridtet: Ser vi på situationen for n=1 har vi et skridt på venstre side, nemlig tallet 1 og højre siden  ݊ଶ bliver 12=1, 
dvs. 1=1 dvs. udtrykket er sandt for n=1. 
Induktionsskridtet: 
Vi formoder, at (*) er sandt og siger, at (*) gælder for n=m. 
Lad os se på udtrykket for n=m+1, hvor vi lægger 2m+1 til begge sider. Vi lægger (2(m+1)‐1)=2m+1: 
1 ൅ 3 ൅ 5 ൅⋯൅ ሺ2݉ െ 1ሻ ൅ ሺ2ሺ݉ ൅ 1ሻ െ 1ሻ ൌ ݉ଶ ൅ ሺ2݉ ൅ 1ሻ 
Vi omskriver højre side:  ݉ଶ ൅ ሺ2݉ ൅ 1ሻ ൌ ሺ݉ ൅ 1ሻଶ  så vi får: 
1 ൅ 3 ൅ 5 ൅⋯൅ ሺ2݉ െ 1ሻ ൅ ሺ2ሺ݉ ൅ 1ሻ െ 1ሻ ൌ ሺ݉ ൅ 1ሻଶ 
Som er det ønskede resultat, hvor vi har erstattet n med m+1. 
På samme måde som skitseret ovenfor generelt kan vi nu gennemløbe tallene m=1, 2, 3 … og så fremdeles. Hermed 
har vi bevist at (*) gælder for alle n∈N. 
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Mere avanceret induktionsbevis: 
 
”Infinite descent”, ”uendelige nedstignings” metode opfundet af Fermat (1601‐1665) 
For at vise, at der ikke er nogen positive heltalsløsninger for ݔସ ൅ ݕସ ൌ ݖଶ	kan man benytte et modstridsbevis. Vi 
formoder der er en løsning for hvilken z har sin mindste værdi. Herefter vises, at der givet en mindste løsning for z, 
findes en løsning for et endnu mindre z (nedstignings delen), hvilket skaber en modstrid. 
Der henvises til Case ”Fermats sidste sætning for n=4”. 
 
Historisk	baggrund	omkring	beviser	
Matematikkens historie hvor Euklids grundige teoretiske arbejde danner skole for hvordan man beskriver matematik 
og hvordan man fremlægger et matematisk bevis. 
Vi gennemgår beviser for de første af Euclids sætninger for ved hjælp af eksempler i Euklids Elementerne for at 
uddybe hvorledes Euklid bygger sin meget stringente bevisførelse op ved hjælp af 6 postulater, 23 definitioner og 5 
slutningsregler (1‐5). 
Vi syntes at beviser er interessante og vil fokusere på at identificere eksperimentelle og kreative skridt i beviser i dette 
projekt. 
Vi vil i den forbindelse også komme ind på emnerne konkurrence, frustrationer, og lukkethed kontra åbenhed i den 
matematiske verden samt motivation drevet af et ønske om at være den bedste/eneste. 
Gauss lod ikke nogen af sine børn studere matematik eller naturvidenskab for han ville være DEN ENESTE Gauss, der 
havde opfundet matematiske koncepter/sammenhænge og var blevet berømt. (33) 
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Gauss udtalte, at ”ingen anden i hans familie skulle besudle hans gode” (læs berømte) ”navn med andenrangsarbejde”. 
Det indikerer hans indstilling til hans egen status, som ifølge hans egen holdning må være meget højt hævet over alle 
andres. Interessant nok emigrerede hans 2 sønner til USA for at få succes indenfor helt andre områder end matematik 
(33). 
Visse samtidige udtalte på Gauss’ tid, at han bevidst undlod at vise alle skridt i sine beviser og beregninger for at 
forhindre andre i at overhale ham i matematik og astronomi. Meget tyder på, at dette faktisk er korrekt (33). 
Et eksempel på en opdagelse af en sammenhæng, der ikke dengang reulterede i et formelt bevis, er Gauss’ analyse af 
densiteten af primtal, hvor Gauss (44) udtaler: 
 
”Jeg overvejede denne opgave som dreng, i 1792 eller 1793 og fandt ud af, at densiteten af 
primtal omkring t er 1/log t, således at antallet af primtal op til et given grænse x er cirka:” 
 
න ݀ݐ ݈݋݃ݐൗ
௫
଴
 
	
Det formelle bevis for Gauss’ formodning, nu kendt som Primtals Theoremet (PNT), blev først gennemført i 1896 af 
Hademard & de Vallée‐Poussin efter forsøg af Riemann i 1859 (44).  
 
Der findes også eksempler på postulater, som kan bevises, men hvor processen tager endnu længere tid end for 
Primtals Theoremet. Et godt eksempel på dette er såkaldte ”Fermats sidste sætning”, hvis historie er gennemgået 
længere ned i dette afsnit. 
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Euklid	og	det	femte	postulat.	
Enkelte andre teoremer har været forsøgt bevist i meget lang tid uden at nogen har fundet et bevis. Et godt eksempel 
er Euklids parallel‐teorem (det femte postulat), som har været forsøgt bevist siden Euklid i 300 B.C. 
I Euklids bog ”Elementerne” præsenterer Euklid selv faktisk det femte postulat som et postulat, der er givet og ikke er 
nødvendigt at bevise (1). 
Det har dog ikke afholdt en lang række geometrikere og matematikere i at formode, at parallel‐postulatet (det femte 
postulat) kunne bevises ud fra de 4 foregående postulater. 
I dette tilfælde har det har været forsøgt bevist igennem mere end 2000 år før Bolyai og Lobachevsky (5) viste, at det 
femte postulat var uafhængigt af de fire foregående postulater og derfor per definition ikke kunne bevises. 
Eksperimentelle og kreative skridt i denne forbindelse. 
Euklid laver sit gennemarbejdede deduktivt logisk opbyggede aksiomatiske system, hvor han stiller 5 postulater op, 
som er nødvendige for at kunne gennemføre beviserne men samtidig så grundlæggende, at de ikke skal bevises. 
Det faktum, at der er mange matematikere gennem historien, der gennem tiden har ment, at parallel‐postulatet bør 
kunne bevises ud fra definitionerne og de fire foregående postulater, er da i virkeligheden et kreativt skridt, da man 
går udover de definitioner af postulaterne, som Euklid har sat op i sit aksiomatiske system. *** 
”At lave noget nyt og ikke tidligere afprøvet” ud fra ”creativity of researching” passer godt på de refererede forsøg 
nedenfor. 
Når jeg læser de fire første postulater tænker jeg i høj grad: Det er enkelt og det virker forholdsvis indlysende korrekt. 
Når man så læser det 5. postulat så er det mere komplekst end de 4 foregående. Det kunne være oplagt at mene at 
postulatet mere er en formulering af et bevis end et postulat. Hvis man så er ambitiøs matematiker er skridtet måske 
ikke så langt til at sige: Dette må kunne bevises. 
Euklids værk var jo ”værket” i en periode på mere end 2000 år, som blev benyttet til at undervise efter. Hvis man som 
matematiker kunne bevise noget, som Euklid påstod var et postulat, så ville man have vist, at Euklid havde lavet en 
fundamental fejl. Dermed ville man nok blive jordens mest berømte matematiker ! 
Så der er et kreativt skridt, alene i og med at de går imod den gængse formalistiske matematik‐opfattelse i at ville lave 
et bevis for det 5. postulat. Her ses tydeligt ”creativity of researching” og ”udvikling af ny viden” om end det lige 
præcis i dette tilfælde vil være svært at udarbejde et holdbart bevis der ikke direkte eller indirekte forudsætter det 5. 
postulat. 
Hver eneste person, der har forsøgt at bevise det 5. postulat, har jo så yderligere skullet finde en indgangsvinkel til at 
benytte de eksisterende aksiomer, postulater og definitioner til at få fat i en god vej til at kunne bevise det. Det må 
have krævet adskillige eksperimentelle skridt at skulle udtænke denne indgangsvinkel og derefter afprøve forskellige 
angrebsvinkler til at forsøge at bevise det 5. postulat. Dermed er definition 1 for eksperimentelle skridt opfyldt. 
Det er påfaldende i ”Elementerne”, at Euklid rent faktisk først benytter det 5. postulat i Sætning 29, selvom det ville 
have været lettere at bevise adskillige tidligere sætninger ved hjælp af det 5. postulat (7).  
Christiansen mener, om brugen af det 5. postulat første gang i sætning 29: ”Det er også det eneste i ”Elementerne”, 
der antyder en anelse skepsis eller forbeholdenhed overfor det femte postulat.” (7). 
Der er også en anden mulighed: At Euklid har arbejdet sig frem til Sætning 29 og først i forbindelse med udarbejdelsen 
af beviset til sætning 29 har erkendt, at de 4 første postulater ikke var tilstrækkelige. Herefter kan det 5. postulat være 
udviklet. Dette forklarer både, hvorfor det ikke er benyttet af Euklid i de første 28 beviser, men samtidig også, hvorfor 
5. postulat er det sidste i rækken af postulater. 
Der var Proclus i år 500 som refererer til Ptolomæus fejlagtige forsøg på at bevise parallelpostulatet da han undervejs i 
beviset havde forudsat hvad der senere blev opkaldt ”Playfair´s aksiom”, som svarer til Euklids parallel‐postulat. 
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Proclus eget bevis for parallel‐postulatet er baseret på en formodning om, at parallelle linjer er en ”always a bounded 
distance apart”, som også kan vises at svare til parallel‐postulatet (8). 
Saccheri udgav endda et skrift der hed ”Euclid freed of every flaw” (9) hvor han viser, at der givet en linje og et punkt 
på linjen er der præcis tre tilfælde i forhold til antallet af linjer gennem punktet: 
A. Der er udelukkende en parallel linje 
B. Der er ingen parallelle linjer 
C. Der er mere end en parallel linje 
De tre ovenstående tilfælde kaldes for retvinklede, stumpvinklede og spidsvinklede tilfælde. Det lykkedes Saccheri at 
vise at under forudsætning af Euklids andet postulat (en stump lige linje kan forlænges uendeligt langt) så fører B til en 
selvmodsigelse. 
Baseret på C viste Saccheri flere kontraintuitive udsagn men kunne ikke formelt få en logisk selvmodsigelse, hvilket 
ville være nødvendigt for at fuldføre beviset. 
Nok for at retfærdiggøre værkets titel skriver han som Proposition XXXIII: 
”The hypothesis of acute angle is absolutely false; because repugnant to the nature of the straight line.” (10). 
Det er kreativt af Saccheri i forhold til vores definition ”creativity of researching” og ”udvikling af ny viden” men mon 
ikke han var meget bevidst om at denne begrundelse ikke holdt?  
Der er mange kreative og eksperimentelle skridt i Saccheris skrift, men specielt hans indgangsvinkel til de tre tilfælde A, 
B og C er et kreativt skridt igen ud fra ”creativity of researching”. Identifikationen af kontraintuitive udsagn ud fra 
tilfælde C vidner også om stor eksperimenteren. Vi ser jo netop at Saccheri finder flere kontraintuitive udsagn, som 
man må formode at han havde en plan om at kunne bevise formelt var modstride. Tilfælde B og C er de områder, som 
Bolyai og Lobachevski arbejdede videre med. 
Der er således eksempler på beviser, som har været forsøgt gennemført i 2000 år før Bolyai og Lobachevski opfandt 
geometrier hvor parallelpostulatet ikke er gældende, svarende til Saccheris spidse og stumpe vinkler ovenfor og 
Hilbert beskrev en komplet og dækkende euklidisk geometri der var mere komplet end Euklids ! (5, 7, 8, 9). 
Videnskabsteoretiske	overvejelser	omkring	det	5.	postulat	og	Euklid	
Schopenhauer kritiserer i starten af 1800‐tallet matematikeres forsøg på at bevise Euklids parallel‐postulat. Ifølge 
Schopenhauer forsøger de at bevise noget ud fra indirekte koncepter noget, som burde være tydeligt ud fra deres 
egen intuitive opfattelse. 
”Die Eukleidische Demonstrirmethode hat aus ihrem eigenen Schoß ihre treffendste Parodie und Karikatur geboren, 
an der berühmten Streitigkeit über die Theorie der Parallelen und den sich jedes Jahr widerholenden Versuchen, das 
elfte Axiom („Parallal‐Postulatet“) zu beweisen. Dieses nämlich besagt, und zwar durch das mittelbare Merkmal einer 
schneidenden dritten Linie, daß zwei sich gegen einander neigende (denn dies eben heißt „kleiner als zwei rechte 
seyn“), wenne genugsam verlängert, zusammentreffen müssen; welche Wahrheit nun zu komplicirt seyn soll, um zu 
selbstevident zu gelten, daher sie eines Beweises bedarf, der nun aber nicht aufzubringen ist; eben weil es nichts 
Unmittelbareres gibt.“ (11). 
Faktisk mener Schopenhauer, at et andet postulat er langt mere interessant at være kritisk overfor.: 
”Mich wundert es, daß man nicht vielmehr das achte Axiom angreift: ”Figuren, die sich decken, sind einander gleich”. 
Denn das Sichdecken ist entweder eine bloße Tautologie, oder etwas ganz Empirisches, welches nicht der reinen 
Anschauung, sondern der äußern sinnlichen Erfahrung angehört. Es setzt nänmlich Beweglichkeit der Figuren voraus; 
aber das Bewegliche im Raum ist allein die Materie. Mithin verläßt dies Provocieren auf das Sichdecken den reinen 
Raum, das alleinige Element der Geometrie, um zum Materiellen und Empirischen überzugehen.“ (11). 
Overvejelserne omkring den fjerde slutningsregel (som Schopenhauer kalder det 8. Axiom) er relevante i den forstand, 
at også matematikere har stillet spørgsmålstegn ved konsistensen af Euklids aksiomatiske system. Schopenhauers 
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indvendinger følger i høj grad Kants logik, der siger, at Euklidisk geometri er ”den naturlige” netop fordi den er 
syntetisk (velordnet, velplanlagt, logisk og baseret på abstrakt tankegang). *** 
Jeremy Heis udtaler i sin doktordisputats (12): 
“Kant's theory of the concepts, postulates, and proofs of geometry was informed by philosophical reflection on 
diagram‐based geometry in the Greek synthetic tradition. 
In short, an analytic judgment is one whose negation is a contradiction. As such, it is what logicians call a logical truth.  
A synthetic judgment is any judgment which is not analytic.” 
Analytiske udsagn er udsagn som kan udledes fra forudsætninger, som vi ved er korrekte, ved hjælp af slutningsregler, 
som vi ved gælder, præcis som i Euklids aksiomatiske system. Når er udsagn er sandt er det uomstvisteligt sandt. 
Syntetiske udsagn er udsagn ikke baseret på et sådant aksiomatisk system men baseret på erfaringer med den 
eksterne verden og alene af den årsag er deres korrekthed forbundet med stor usikkerhed da vores viden om den 
eksterne verden er baseret på vores stimuli og input fra sanser og efterfølgende bearbejdning af hjernen. 
En interessant ting er, at Kant selv i forordet til 2. udgaven af ”Kritik der Reinen Vernunft” fra 1787 skriver, at der var 
to revolutionære begivenheder. Den ene var skiftet i matematik‐praksis fra den Babylonske og Egyptiske som blev 
transformeret i Grækenland til beviser fra postulater. Den anden var fremkomsten af den eksperimentelle metode og 
laboratoriet, en serie begivenheder han mener begyndte med Galilei (13). 
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Fermats	sidste	sætning.	
Der er også eksempler på beviser, som har været forsøgt gennemført over en længere periode, hvorefter det med 
succes er blevet bevist.  Det mest kendte er nok Fermats sidste sætning, som blev formuleret af Fermat (14). Fermats 
kommentarer er fra 1637 og Wiles beviste Fermats Sidste Sætning i 1994. 
Fermats last theorem: Fra Diophant til Euler (56): I cirka 250 A.D. overvejer Diophant i sin bog ”Arithmetica” diverse 
problemstillinger i tal teori. I Opgave 8 i Bog II er opgaven ”to divide a given square number into two squares” (57) 
hvor Diophantus løsning er som følger: 
”Lad den givne kvadrat(tal) være 16, lad x2 vær et af de søgte kvadrat(tal) og (2x‐4)2 det andet kvadrat(tal)” 
Derfor skal følgende opfyldes: x2 + (2x‐4)2 = 16, som medfører: 
x2 + 4x2 ‐16x + 16 = 16 => 5x2 = 16x => x= ଵ଺ହ  
Hermed er de to kvadrattal 256/25 og 144/25. 
Som Cox observerer, så er løsningerne tydeligvis rationelle tal. I Diophants løsning er der hverken restriktionen til kun 
at gælde for heltal eller et ønske om at generalisere til reelle talløsninger. 
Diophant demonstrerer en løsning til en given opgave. Som Cox skriver om Diophants holdning til at finde en 
løsning: ”If we find one we are happy and we move on”. 
Fermat (1601‐1665) havde en kopi af Bachet’s oversættelse af Diophants  ”Arithmetica” og på et tidspunkt i 1630erne 
laver Fermat sin berømte kommentar til opgave 8 i margen til Bog II: 
Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in 
duos quadratoquadratos, et generaliter nullam in 
infinitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem 
nominis fas est dividere cuius rei demonstrationem 
mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non 
caperet. 
(Det er umuligt at dele en tredjepotens i to 
tredjepotenser, eller en fjerdepotens i to fjerdepotenser, 
eller generelt, en vilkårlig potens større end 2 i to af de 
samme potenser. Jeg har opdaget et ganske 
bemærkelsesværdigt bevis for dette, som marginen er for 
smal til at indeholde.) 
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1 
Historikere har været uenige omkring hvorvidt Fermats rent  faktisk havde et bevis, men mange eksperter mener at 
det mest sandsynlige er, at Fermat ikke havde et generelt bevis. Derimod vides det fra Fermats korrespondance at han 
lavede et bevis for n=3 og  benyttede metoden ”uendelig nedstigning” til at bevise sætningen for n=4. 
Fermat har faktisk i andre margener angivet et bevis for, at ”the area of a right triangle with integral sides cannot be a 
square”. Selv her beklager Fermat sig over, at der ikke er plads nok til at uddybe ”alle detaljer” i beviset. (57), s. 2. 
Man kunne godt forestille sig, at Fermat mente, at hans metoder for n=3 og n=4 kunne generaliseres til at gælde for 
alle positive heltal, men det er tilsyneladende ikke muligt (57), side 2. 
                                                                
1 Udgave af Diophants Arithmetica  (Diophant døde omkring 280 B.C.),  renskrevet af Fermats  søn og udgivet  i 1670 
med Fermats kommentar der blev kendt som Fermats sidste sætning. 
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Euler fattede interesse for talteori efter at have læst om nogle af Fermat’s resultater. Euler udgav i 1732 et skrift om 
talteori, hvor han modbeviste Fermat’s formodning om primtal på formen 2ଶ೙ ൅ 1, hvor n= 5 giver tallet 4294967297, 
som har 641 som faktor og dermed ikke er et primtal. 
Igennem de følgende 50 år beviste Euler dog mange af Fermat’s formodninger. 
Eksempel på Eulers bevis for en af Fermats formodninger: 
Fermats formodning  i forbindelse med opgave 17  i bog VI af Arithmetica: ”Can one find  in whole numbers a square 
different  from 25, when  increased by 2, becomes a cube? …  [The answer  involves]  the doctrine of whole numbers, 
which is assuredly very beautiful and very subtle …” (58), s. 269. 
Euler (59), (Part II,  §193) omskriver højre side af ligningen  
ݔଷ ൌ ݕଶ ൅ 2 
Som følger: 
ݔଷ ൌ ݕଶ ൅ 2 ൌ ൫ݕ ൅ √െ2൯൫ݕ െ √െ2൯ 
Det kan vises at begge faktorer ൫ݕ ൅ √െ2൯ og ൫ݕ െ √െ2൯ er indbyrdes primiske. Yderligere gælder, at siden deres 
produkt er en potens af tre, så må hver af faktorerne også være potenser af tre. 
Ergo findes der et tal  ൅ݍ√െ2 således at: 
ݕ ൅ √െ2 ൌ ሺ݌ ൅ ݍ√ሺെ2ሻሻଷ ൌ 	݌ଷ െ 6݌ݍଶ ൅ ሺ3݌ଷݍ െ 2ݍଷ	ሻ√െ2   => 
1 ൌ 3݌ଶݍ െ 2ݍଷ ൌ ݍሺ3݌ଶ െ 2ݍଶሻ 
Heraf følger: 
݌ ൌ ൅/െ	1	݋݃	ݍ ൌ 1 
Vi substituerer og får: 
ݕ ൌ ݌ଷ െ 6݌ݍଶ ൌ േ5	݋݃	ݔ ൌ 3 som vi påstod. 
Beviset  er  ufuldstændigt  da  vi  ikke med  sikkerhed  ved,  at  tal  på  formen ܽ ൅ ܾ√ሺെ2ሻ har  unik  faktorisering  eller 
nødvendigvis er primtal. 
Ovenstående egenskaber kan faktisk relativt nemt eftervises, så som sådan kan beviset godt anvendes, men som Cox 
påpeger, så er eksemplet vigtigt ud fra følgende punkter (56): 
 Der er mange diophantinske ligninger ud over Fermats Sidste Sætning. Det ville være praktisk med en metode 
til at kunne håndtere så mange som muligt. 
 Egenskaber for heltal (som unik faktorisering) kan anvendes mere generelt. Yderligere kan heltalsresultater i 
en sammenhæng benyttes til at generalisere til tal mere generelt, for eksempel til tal på formen 
 		ܽ ൅ ܾ√ሺെ2ሻ 
 Ligningen ݕଶ ൌ ݔଷ െ 2 er udtrykket for en elliptisk kurve. Denne type kurver er meget vigtige i en senere del 
af beviset for Fermats Sidste Sætning. 
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Fermat’s Last Theorem, Euler to Frey: 
Arbejde på bevis for Fermats Sidste Sætning gennemgås for det 19. århundrede, hvor det indsnævres, for hvilke 
værdier af n det er nødvendigt at gennemføre beviset. Fermats sidste sætning bevises for følgende enkelte talværdier 
af n i denne periode:  5, 7 og 14. 
Yderligere arbejde Sophie St. Germain med forskellige typer primtal. 
Først og fremmest er det udelukkende nødvendigt at bevise Fermats Sidste Sætning for n=4 samt for n lig med et ulige 
primtal. Dette gælder da vi kan faktorisere eksponenten.  
Vi kan også formode at x, y og z indbydes primiske heltal, hvoraf ingen er lig nul. Var der ens faktorer i alle tre kan 
disse ens faktorer forkortes væk.  
 
I løbet af det tidlige 19. århundrede blev alle Fermats postulater udredet bortset fra Fermats sidste sætning. 
Oversigt over ”highlights” for den første halvdel af det 19. århundrede i forhold til Fermats Sidste Sætning (56), s. 5. 
 1816 Det Franske Akademi opretter en pris for et bevis for Fermats Sidste Sætning 
 I 1820erne viser Sophie Germain at hvis p og 2p+1 er primtal, så gælder der at  
ݔ௣ ൅ ݕ௣ ൌ ݖ௣ ikke har nogen løsning med ݌	│ݔݕݖ (***) 
 1847 Lamé og Cauchy fremsætter et fejlbehæftet bevis for Fermats Sidste Sætning for alle n 
 
Beviser for Fermats Sidste Sætning for følgende værdier af n: 
Årstal  Navn n 
1825  Dirichlet og Legendre 5 
1832  Dirichlet 14 
1839  Lamé 7 
 
Case I og case II tilfældene af Fermats Sidste Sætning beskrives: 
Sophie St. Germain gennemgik case I tilfældet: 
 ݔ௣ ൅ ݕ௣ ൌ ݖ௣ ikke har nogen løsning med p ∤  xyz .  
Case II er tilfældet er hvor p │xyz som er mere besværligt.  
Kummer og Frey og deres opdagelser. 
Unik faktorisering: Se “Bilag 3 Larry Freeman: Unique Factorization fails.” 
Kummer arbejdede i samme retning som Euler ved at faktorisere højre siden af Fermats Sidste Sætning som følger: 
ݔ௣ ൌ ݖ௣ െ ݕ௣ ൌ ሺݖ െ ݕሻሺݖ െ xݕሻሺݖ െ xଶݕሻ ∙∙∙ ሺݖ െ x௣ିଵݕሻ 
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Hvor x௣ ൌ ݁ሺଶగ௜ ௣ൗ ሻ ൌ cosሺ2ߨ ݌ൗ ሻ ൅ ݅ sinሺ2ߨ ݌ൗ ሻ er den p’ende rod af enhed som opfylder 	
x௣ ൌ 1 
I arbejdet med enhedsrødder vil vi blive nødt til at arbejde med tal på formen: 
ܽ଴ ൅ ܽଵx൅∙∙∙ ൅ܽ௣ିଵx௣ିଵ, ܽ଴, ܽଵ …	, ܽ௣ିଵ ∈ ࢆ 
Disse typer tal kaldes for ”cyklotomiske heltal”. 
Dog opstår der et problem når vi benytter unik faktorisering for denne type tal. Kummer opdagede i 1844 at dette 
problem opstår første gang for p=23. 
Hvad gjorde Kummer så for at imødekomme dette problem? Han introducerede en generalisering af de cyklotomiske 
tal, som han opkaldte ”ideal tallene”, som kompenserede for den manglende unikke faktorisering, samt introducerede 
yderligere ”klassetallet h” som et mål for hvor slemt den unikke faktorisering fejler. 
Kummers resultater (efter Cox. (56)): 
 1847: Theorem:  Fermats Sidste Sætning holder for p hvis p ikke dividerer h (disse p kaldes regulære primtal) 
 1847: Theorem: p er regulær hvis og kun hvis p ikke dividerer tælleren af Bernouilli tallene B2, B4, …, Bp‐3 
Bernouilli tallene defineres ud fra potens‐serien: 
ݔ
݁௫ െ 1 ൌ ෍
ܤ௡
݊! ݔ
௡
ஶ
௡ୀଵ
 
En følgeslutning af Kummers theorem er, at for p<100 er der kun tre irregulære primtal, 37, 59 og 67. 
Logikken er så, at Kummer viste, at problemerne med manglende unik faktorisering kunne omgås ved de ovenstående 
metoder UNDTAGEN for de irregulære primtal. 
Sandsynligvis kunne man se på hvert irregulært primtal og lave et forholds enkelt bevis, MEN der er stadig et uendeligt 
antal af disse irregulære primtal og derfor var man på trods af Kummers geniale arbejde ikke meget tættere på et 
generelt bevis for alle n. 
Faktisk udvikler Kummer i 1857 beviser for Fermats Sidste Sætning op til p<100 indeholdende enkelte fejl, som blev 
rettet af Vandiver i 1920erne. 
Flere ”highlights” efter Kummers opdagelser (Cox., (56) 
 1908 – Wolfskehl prisen oprettes for at lave et bevis for Fermats Sidste Sætning. Oprindelig værdi er 10 mio 
kr og selv efter Tysklands hyperinflation i 1920erne havde prisen er vis værdi, cirka 300.000 kr. i 1994. 
 1909 – Wieferich beviser at hvis  ݔ௣ ൅ ݕ௣ ൌ ݖ௣ og  p 			∤ 		ݔݕݖ , (case I af Fermats Sidste Sætning) så gælder at  
2௣ିଵ ≡ 1	݉݋݀	݌ଶ. Dette kan relativt nemt verificeres i dag ved hjælp af computer‐beregninger. 
 1971 – Brillhart, Tonascia og Weinberger viser, at Case I af Fermats Sidste Sætning holder for alle primtal 
mindre end 3 ∙ 10ଽ. 
 1976 – Wagstaff viser, at Fermats Sidste Sætning er sand for alle primtal mindre end 125,000 
 
Ovenstående resultater viser, at allerede i 1976 var vi ude i, at et eventuelt modeksempel til Fermats Sidste Sætning 
skal have p>125,003 OG z>y>x>(125,003)375,005ൎ 4,5 ∙ 10ଵ,ଽଵଵ,ଷ଻଴. dvs. vi er ude i de både ekstreme og mere og mere 
usandsynlige løsninger. 
Gerhard Frey’s input:  
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Frey hævder: “If anyone proves the Taniyama‐Shimura conjecture then they would also immediately prove Fermat’s 
last theorem” (60), s. 218. 
Fermats ligning:  
ݔ௡ ൅ ݕ௡ ൌ ݖ௡, ݄ݒ݋ݎ	݊	݁ݎ	݄݈݁ݐ݈ܽ	ݏݐøݎݎ݁	݁݊݀	2 
Fermat’s Sidste Sætning påstår at der ikke er heltalsløsninger til ligningen for n større end 2. 
Frey’s overvejelser følger logikken “Hvad hvis Fermats Sidste Sætning var forkert og der var mindst en korrekt løsning 
til ovenstående ligning.” 
Nu da vi er bekendt med forskellige typer beviser så ligner dette oplægget til et modstridsbevis som det gamle kendte 
græske bevis af Euklid for at kvadratroden af 2 er et irrationelt tal Euklid’s Elementerne, Proposition 117, bog X (1). 
 
Bevis for √2 efter (61). 
Hvis Freys formodning kan føre til en logisk selvmodsigelse så vil han have bevist Fermats sidste sætning. 
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Frey formoder at der mindst en heltalsløsning til Fermats ligning hvor han kalder sine løsningstal A, B og C og han 
omdøber n til N: 
ܣே ൅ ܤே ൌ ܥே 
Som Singh siger: “By a deft series of complicated manoeuvres”, (60) s. 216, omformer Frey den oprindelige ligning og 
den formodede løsning til: 
ݕଶ ൌ 	ݔଷ ൅	ሺܣே െ ܤேሻݔଶ െ ܣேܤே 
Under forudsætning af, at der faktisk ER i hvert fald en løsning, som er det modsatte af Fermats Sidste Sætning, så kan 
Frey vise, at den omformulerede ovenstående ligning faktisk er en elliptisk ligning, om end en med lidt mindre 
indlysende koefficienter, nemlig hvis vi har den elliptiske ligning: 
ݕଶ ൌ ݔଷ ൅ ܽݔଶ ൅ ܾݔ ൅ ܿ 
Hvor vores koefficienter er: 
ܽ ൌ ܣே െ ܤே, ܾ ൌ 0, ܿ ൌ െܣேܤே 
Ved at omformulere en mulig løsning til Fermats sidste Sætning, derefter indsætte løsningen i den oprindelige ligning 
og omskrive denne til en elliptisk ligning, har Frey faktisk skabt en forbindelse mellem Fermats sidste Sætning og 
Taniyama‐Shimura formodningen. 
Hvordan det? Jo, Frey påpeger yderligere, at denne elliptiske ligning er virkelig ”bizar” (60), s. 217. 
Faktisk mener Frey at denne elliptiske ligning er så mærkelig at følgerne af dens eksistens ville være ødelæggende for 
Taniyama‐Shimura formodningen. 
Hvis vi til gengæld vidste med sikkerhed, at Taniyama‐Shimura formodningen var korrekt så ville vi jo her have vores 
logiske modstrid og have færdiggjort vores bevis for Fermats Sidste Sætning, men lad os følge logikken i Singhs 
gennemgang. 
Hvad er logikken i dette? Jo, Taniyama‐Shimura formodningen siger, at ALLE elliptiske ligninger skal kunne relateres til 
en modulær form. Hvis Frey har fundet/opskrevet en elliptisk ligning, der IKKE kan relateres til en modulær form, så vil 
Taniyama‐Shimura formodningen være falsk ! 
Følgelig er logikken i Freys argument (60), s. 217‐218: 
1. Hvis (og kun hvis) Fermats Sidste Sætning er forkert, så findes Freys elliptiske ligning. 
2. Freys elliptiske ligning er så afvigende at den IKKE kan relateres til en modulær form. 
3. Taniyama‐Shimura formodningen siger, at alle elliptiske ligninger skal kunne relateres til en modulær form. 
4. Derfor må Tanaiyama‐Shimura formodningen være forkert ! 
MEN argumentet kan køres den modsatte vej: 
1. Hvis Taniyama‐Shimura formodningen kan bevises, så må enhver elliptisk ligning kunne relateres til en 
modulær from. 
2. Hvis hver eneste elliptiske ligning kan relateres til en modulær form, så kan Freys elliptiske ligning ikke 
eksistere. 
3. Hvis Freys elliptiske ligning ikke kan eksistere så er der ingen løsninger til Fermat’s ligning. 
4. Hvis der ikke er nogen løsninger til Fermat’s ligning, så er Fermats Sidste Sætning sand. 
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Ergo er logikken, at kan Taniyama‐Shimura formodningen bevises, så har man som en ”sidegevinst” bevist Fermats 
Sidste Sætning, naturligvis under forudsætning af, at Freys argumenter for at strukturen af de elliptiske ligninger ER så 
afvigende at de ikke kan eksistere, er korrekt. 
Ken Ribet beviser i 1986, at disse Frey‐kurver ikke kan relateres til en modulær form (56), s. 9. 
Dvs. faktisk kunne Fermats Sidste Sætning nu bevises ved at bevise Taniyama‐Shimura formodningen. 
Det var så det som Andrew Wiles gjorde i 1993 med et bevis, hvor der var enkelte mangler. Disse mangler blev rettet 
og det komplette bevis blev offentliggjort som ”Modular elliptic curves and Fermat’s last Theorem” af Andrew Wiles 
med det tilhørende  dokument ”Ring theoretic properties of certain Hecke algebras” af Richard Taylor og Andrew 
Wiles i oktober 1994 og efterfølgende publiceret i ”Annals of Mathematics” i maj 1995 (63), s. 380 . 
Se bilag 2 for den mere specifikke og meget avancerede matematik hvori der indgår Galois‐repræsentationer og et 
bevis for at hvert element i enhver elliptisk ligning korresponderer til det første element af en modulær form samt det 
induktive bevis for, at hvis dette gælder for det første element, så gælder det også for element nummer to, etc. 
Blandt andet gennemgås i ”Bilag 2: Frey og Wiles” Freys mere detaljerede arbejde samt Andrew Wiles’ yderligere dele 
af beviset. 
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Skridt	i	beviser	for	Fermats	sætning	
Bevisskridt: Fermat’s Last Theorem 
Afgrænsning af skridt, som vi ser på. 
Hvis arbejdet af alle, der nogensinde har arbejdet på at bevise Fermats Sidste Sætning, skulle gengives her, ville dette 
afsnit blive uoverkommeligt langt. 
Omvendt, hvis vi kun tager de allersidste skridt i Wiles bevis så vil forarbejdet, det til dels har bidraget til 
udarbejdelsen af mange gode skrifter om talteori, blandt andet af Euler, blive glemt og det ville være ærgerligt og ikke 
særligt fyldestgørende. 
Jeg har baseret dette afsnit primært på en artikel af David A. Cox, en forholdsvis letlæst bog om Fermat’s Sidste 
Sætning af Simon Singh og en bog gennemgang af beviser der leder op til beviset for Fermats Sidste Sætning skrevet 
Paulo Ribenboim. 
Jeg vil vælge en middelvej og identificere skridt i denne gennemgang af udvikling af matematiske metoder og 
matematisk viden der har bidraget til forståelsen omkring Fermat’s Sidste Sætning og viden og metoder, der benyttes 
frem til og med Freys arbejde, som benyttes i beviset af Wiles. Herefter vil jeg gøre mig overvejelser omkring først 
eksistensen af eksperimentelle skridt og derefter eksistensen af kreative skridt ud fra vores valgte definitioner. 
Fermats last theorem: Fra Diophant til Euler (56) s. 1‐2: I cirka 250 A.D. overvejer Diophant i sin bog ”Arithmetica” 
diverse problemstillinger i tal teori. I Opgave 8 i Bog II er opgaven ”to divide a given square number into two squares” 
(57) hvor Diophantus løsning er som følger: 
Skridt 1: ”Lad den givne kvadrat(tal) være 16, lad x2 vær et af de søgte kvadrat(tal) og (2x‐4)2 det andet kvadrat(tal)” 
Skridt 2: Derfor skal følgende opfyldes: x2 + (2x‐4)2 = 16, som medfører: 
Skridt 3: x2 + 4x2 ‐16x + 16 = 16 => 5x2 = 16x => x= ଵ଺ହ  
Skridt 4: Hermed er de to kvadrattal 256/25 og 144/25. 
Som Cox observerer, så er løsningerne tydeligvis rationelle tal. I Diophants løsning er der hverken restriktionen til kun 
at gælde for heltal eller et ønske om at generalisere til reelle talløsninger. 
Diophant demonstrerer en løsning til en given opgave. Som Cox skriver om Diophants holdning til at finde en 
løsning: ”If we find one we are happy and we move on”. 
Fermat (1601‐1665) havde en kopi af Bachet’s oversættelse af Diophants  ”Arithmetica” og på et tidspunkt i 1630erne 
laver Fermat sin berømte kommentar til opgave 8 i margen til Bog II: 
Cubum autem in duos cubos, aut 
quadratoquadratum in duos 
quadratoquadratos, et generaliter nullam in 
infinitum ultra quadratum potestatem in duos 
eiusdem nominis fas est dividere cuius rei 
demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc 
marginis exiguitas non caperet. 
(Det er umuligt at dele en tredjepotens i to 
tredjepotenser, eller en fjerdepotens i to 
fjerdepotenser, eller generelt, en vilkårlig 
potens større end 2 i to af de samme potenser. 
Jeg har opdaget et ganske bemærkelsesværdigt 
bevis for dette, som marginen er for smal til at 
indeholde.) 
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2 
Historikere har været uenige omkring hvorvidt Fermats rent  faktisk havde et bevis, men mange eksperter mener at 
det mest sandsynlige er, at Fermat  ikke havde et generelt bevis. Derimod vides det fra Fermats korrespondance   at 
han lavede et bevis for n=3 og  benyttede metoden ”uendelig nedstigning” til at bevise sætningen for n=4. 
Fermat har faktisk i andre margener angivet et bevis for, at ”the area of a right triangle with integral sides cannot be a 
square”. Selv her beklager Fermat sig over, at der ikke er plads nok til at uddybe ”alle detaljer” i beviset (57), s. 2. 
Man kunne godt forestille sig, at Fermat mente, at hans metoder for n=3 og n=4 kunne generaliseres til at gælde for 
alle positive heltal, men det er tilsyneladende ikke muligt (57), s. 2. 
                                                                
2 Udgave af Diophants Arithmetica  (Diophant døde omkring 280 B.C.),  renskrevet af Fermats  søn og udgivet  i 1670 
med Fermats kommentar der blev kendt som Fermats sidste sætning. 
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Euler fattede interesse for talteori efter at have læst om nogle af Fermat’s resultater. Euler udgav i 1732 et skrift om 
talteori, hvor han modbeviste Fermat’s formodning om primtal på formen 2ଶ೙ ൅ 1, hvor n= 5 giver tallet 4294967297, 
som har 641 som faktor og dermed ikke er et primtal. 
Igennem de følgende 50 år beviste Euler dog mange af Fermat’s formodninger. 
Eksempel på Eulers bevis for en af Fermats formodninger: 
Skridt 5: Fermats formodning i forbindelse med opgave 17 i bog VI af Arithmetica: ”Can one find in whole numbers a 
square different  from  25, when  increased  by  2,  becomes  a  cube? …  [The  answer  involves]  the  doctrine  of whole 
numbers, which is assuredly very beautiful and very subtle …” (58), s. 269. 
Skridt 6: Euler (59),(Part II,  §193) omskriver højre side af ligningen  
ݔଷ ൌ ݕଶ ൅ 2 
Som følger: 
Skridt 7 (omskrivning):   ݔଷ ൌ ݕଶ ൅ 2 ൌ ൫ݕ ൅ √െ2൯൫ݕ െ √െ2൯ 
Skridt 8: Det kan vises at begge faktorer ൫ݕ ൅ √െ2൯ og ൫ݕ െ √െ2൯ er indbyrdes primiske. Yderligere gælder, at siden 
deres produkt er en potens af tre, så må hver af faktorerne også være potenser af tre. 
Skridt 9: Ergo findes der et tal  ൅ݍ√െ2 således at: 
Skridt 10: ݕ ൅ √െ2 ൌ ሺ݌ ൅ ݍ√ሺെ2ሻሻଷ ൌ 	݌ଷ െ 6݌ݍଶ ൅ ሺ3݌ଷݍ െ 2ݍଷ	ሻ√െ2   => 
Skridt 11:  1 ൌ 3݌ଶݍ െ 2ݍଷ ൌ ݍሺ3݌ଶ െ 2ݍଶሻ 
Heraf følger: 
Skridt 12:  ݌ ൌ ൅/െ	1	݋݃	ݍ ൌ 1 
Vi substituerer og får: 
Skridt 13:  ݕ ൌ ݌ଷ െ 6݌ݍଶ ൌ േ5	݋݃	ݔ ൌ 3 som vi påstod. 
Beviset  er  ufuldstændigt  da  vi  ikke med  sikkerhed  ved,  at  tal  på  formen ܽ ൅ ܾ√ሺെ2ሻ har  unik  faktorisering  eller 
nødvendigvis er primtal. 
Ovenstående  egenskaber  kan  faktisk  relativt  nemt  eftervises,  så  som  sådan  kan beviset  godt  anvendes, men  som 
David A. Cox påpeger, så er eksemplet vigtigt ud fra følgende punkter: 
 Der er mange diophantinske ligninger ud over Fermats Sidste Sætning. Det ville være praktisk med en metode 
til at kunne håndtere så mange som muligt. 
 Egenskaber for heltal (som unik faktorisering) kan anvendes mere generelt. Yderligere kan heltalsresultater i 
en sammenhæng benyttes til at generalisere til tal mere generelt, for eksempel til tal på formen 
 		ܽ ൅ ܾ√ሺെ2ሻ 
 Ligningen ݕଶ ൌ ݔଷ െ 2 er udtrykket for en elliptisk kurve. Denne type kurver er meget vigtige i en senere del 
af beviset for Fermats Sidste Sætning. 
Fermat’s Last Theorem, Euler to Frey: 
Arbejde på bevis for Fermats Sidste Sætning gennemgås for det 19. århundrede, hvor det indsnævres, for hvilke 
værdier af n det er nødvendigt at gennemføre beviset. Fermats sidste sætning bevises for følgende enkelte talværdier 
af n i denne periode:  5, 7 og 14. 
Yderligere arbejde Sophie St. Germain med forskellige typer primtal. 
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Først og fremmest er det udelukkende nødvendigt at bevise Fermats Sidste Sætning for n=4 samt for n lig med et ulige 
primtal. Dette gælder da vi kan faktorisere eksponenten.  
Vi kan også formode at x, y og z er indbydes primiske heltal, hvoraf ingen er lig nul. Var der ens faktorer i alle tre kan 
disse ens faktorer forkortes væk.  
Skridt 14:   
I løbet af det tidlige 19. århundrede blev alle Fermats postulater udredet bortset fra Fermats sidste sætning. 
Oversigt over ”highlights” for den første halvdel af det 19. århundrede i forhold til Fermats Sidste Sætning (56), s. 5. 
 1816 Det Franske Akademi opretter en pris for et bevis for Fermats Sidste Sætning 
 I 1820erne viser Sophie Germain at hvis p og 2p+1 er primtal, så gælder der at  
ݔ௣ ൅ ݕ௣ ൌ ݖ௣ ikke har nogen løsning med ݌	│ݔݕݖ  
 1847 Lamé og Cauchy fremsætter et fejlbehæftet bevis for Fermats Sidste Sætning for alle n 
 
Beviser for Fermats Sidste Sætning for følgende værdier af n: 
årstal  navn n 
1825  Dirichlet og Legendre 5 
1832  Dirichlet 14 
1839  Lamé 7 
 
Case I og case II tilfældene af Fermats Sidste Sætning beskrives: 
Sophie St. Germain gennemgik case I tilfældet: 
 ݔ௣ ൅ ݕ௣ ൌ ݖ௣ ikke har nogen løsning med p	∤	xyz .  
Case II er tilfældet er hvor p │xyz som er mere besværligt.  
Kummer og Frey og deres opdagelser. 
Unik faktorisering: Se Bilag 3. 
Kummer arbejdede i samme retning som Euler ved at faktorisere højre siden af Fermats Sidste Sætning som følger: 
Skridt 15:   ݔ௣ ൌ ݖ௣ െ ݕ௣ ൌ ሺݖ െ ݕሻሺݖ െ xݕሻሺݖ െ xଶݕሻ ∙∙∙ ሺݖ െ x௣ିଵݕሻ 
Skridt 16:  Hvor x௣ ൌ ݁ሺଶగ௜ ௣ൗ ሻ ൌ cosሺ2ߨ ݌ൗ ሻ ൅ ݅ sinሺ2ߨ ݌ൗ ሻ er den p’ende rod af enhed som opfylder 	
x௣ ൌ 1 
Skridt 17: I arbejdet med enhedsrødder vil vi blive nødt til at arbejde med tal på formen: 
ܽ଴ ൅ ܽଵx൅∙∙∙ ൅ܽ௣ିଵx௣ିଵ, ܽ଴, ܽଵ …	, ܽ௣ିଵ ∈ ࢆ 
Disse typer tal kaldes for ”cyklotomiske heltal”. 
Dog opstår der et problem når vi benytter unik faktorisering for denne type tal. Kummer opdagede i 1844 at dette 
problem opstår første gang for p=23. 
Hvad gjorde Kummer så for at imødekomme dette problem? Han introducerede en generalisering af de cyklotomiske 
tal, som han opkaldte ”ideal tallene”, som kompenserede for den manglende unikke faktorisering, samt introducerede 
yderligere ”klassetallet h” som et mål for hvor slemt den unikke faktorisering fejler. 
Kummers resultater ( efter Cox. (56)): 
 Skridt 18: 1847: Theorem:  Fermats Sidste Sætning holder for p hvis p ikke dividerer h (disse p kaldes 
regulære primtal) 
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 Skridt 19: 1847: Theorem: p er regulær hvis og kun hvis p ikke dividerer tælleren af Bernouilli tallene B2, B4, …, 
Bp‐3 
Bernouilli tallene defineres ud fra potens‐serien: 
ݔ
݁௫ െ 1 ൌ ෍
ܤ௡
݊! ݔ
௡
ஶ
௡ୀଵ
 
Skridt 20: En følgeslutning af Kummers theorem er, at for p<100 er der kun tre irregulære primtal, 37, 59 og 
67. 
Skridt 21: Logikken er så, at Kummer viste, at problemerne med manglende unik faktorisering kunne omgås ved de 
ovenstående metoder UNDTAGEN for de irregulære primtal. 
Sandsynligvis kunne man se på hvert irregulært primtal og lave et forholds enkelt bevis, MEN der er stadig et uendeligt 
antal af disse irregulære primtal og derfor var man på trods af Kummers geniale arbejde ikke meget tættere på et 
generelt bevis for alle n. 
Faktisk udvikler Kummer i 1857 beviser for Fermats Sidste Sætning op til p<100 indeholdende enkelte fejl, som blev 
rettet af Vandiver i 1920erne. 
Flere ”highlights” efter Kummers opdagelser efter Cox. (56): 
 1908 – Wolfskehl prisen oprettes for at lave et bevis for Fermats Sidste Sætning. Oprindelig værdi er 10 mio 
kr og selv efter Tysklands hyperinflation i 1920erne havde prisen er vis værdi, cirka 300.000 kr. i 1994. 
 Skridt 22: 1909 – Wieferich beviser at hvis  ݔ௣ ൅ ݕ௣ ൌ ݖ௣ og  p 		∤  xyz (”p dividerer IKKE xyz ” Ret notation 
***)(case I af Fermats Sidste Sætning) så gælder at  2௣ିଵ ≡ 1	݉݋݀	݌ଶ. Dette kan relativt nemt verificeres i 
dag ved hjælp af computer‐beregninger. 
 Skridt 23: 1971 – Brillhart, Tonascia og Weinberger viser, at Case I af Fermats Sidste Sætning holder for alle 
primtal mindre end 3 ∙ 10ଽ. 
 Skridt 24: 1976 – Wagstaff viser, at Fermats Sidste Sætning er sand for alle primtal mindre end 125,000 
 
Skridt 25: Ovenstående resultater viser, at et eventuelt modeksempel til Fermats Sidste Sætning skal have p>125,003 
OG z>y>x>(125,003)375,005ൎ 4,5 ∙ 10ଵ,ଽଵଵ,ଷ଻଴. dvs. vi er ude i de både ekstreme og mere og mere usandsynlige løsninger. 
 
Gerhard Frey’s input:  
Frey hævder: “If anyone proves the Taniyama‐Shimura conjecture then they would also immediately prove Fermat’s 
last theorem” (60), s. 128. 
Fermats ligning:  
ݔ௡ ൅ ݕ௡ ൌ ݖ௡, ݄ݒ݋ݎ	݊	݁ݎ	݄݈݁ݐ݈ܽ	ݏݐøݎݎ݁	݁݊݀	2 
Fermat’s Sidste Sætning påstår at der ikke er heltalsløsninger til ligningen for n større end 2. 
Frey’s overvejelser følger logikken “Hvad hvis Fermats Sidste Sætning var forkert og der var mindst en korrekt løsning 
til ovenstående ligning.” 
Nu da vi er bekendt med forskellige typer beviser så ligner dette oplægget til et modstridsbevis som det gamle kendte 
græske bevis af Euklid for at kvadratroden af 2 er et irrationelt tal, Euklid’s Elementerne, Proposition 117, bog X (1). 
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Eksempel på gennemgang af præcis dette modstridsbevis for at √2 er et irrationelt tal:
 
Bevis for √2	efter (61). 
 Hvis Freys formodning kan føre til en logisk selvmodsigelse så vil han have bevist Fermats sidste sætning. 
Skridt 26: Frey formoder at der mindst en heltalsløsning til Fermats ligning hvor han kalder sine løsningstal A, B og C 
og han omdøber n til N: 
ܣே ൅ ܤே ൌ ܥே 
Skridt 27: Som Singh siger: “By a deft series of complicated manoeuvres” (56) s. 9, omformer Frey den oprindelige 
ligning og den formodede løsning til: 
ݕଶ ൌ 	ݔଷ ൅	ሺܣே െ ܤேሻݔଶ െ ܣேܤே 
Under forudsætning af, at der faktisk ER i hvert fald en løsning, som er det modsatte af Fermats Sidste Sætning, så kan 
Frey vise, at den omformulerede ovenstående ligning faktisk er en elliptisk ligning, om end en med lidt mindre 
indlysende koefficienter, nemlig hvis vi har den elliptiske ligning: 
Skridt 28:     ݕଶ ൌ ݔଷ ൅ ܽݔଶ ൅ ܾݔ ൅ ܿ 
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Hvor vores koefficienter er: 
ܽ ൌ ܣே െ ܤே, ܾ ൌ 0, ܿ ൌ െܣேܤே 
Ved at omformulere en mulig løsning til Fermats sidste Sætning, derefter indsætte løsningen i den oprindelige ligning 
og omskrive denne til en elliptisk ligning, har Frey faktisk skabt en forbindelse mellem Fermats sidste Sætning og 
Taniyama‐Shimura formodningen. 
Skridt 29: Hvordan det? Jo, Frey påpeger yderligere, at denne elliptiske ligning er virkelig ”bizar” (60), s. 217. 
Skridt 30: Faktisk mener Frey at denne elliptiske er så mærkelig at følgerne af dens eksistens ville være ødelæggende 
for Taniyama‐Shimura formodningen. 
Skridt 31: Hvis vi til gengæld vidste med sikkerhed, at Taniyama‐Shimura formodningen var korrekt så ville vi jo her 
have vores logiske modstrid og have færdiggjort vores bevis for Fermats Sidste Sætning, men lad os følge logikken i 
Singhs gennemgang. 
Skridt 32: Hvad er logikken i dette? Jo, Taniyama‐Shimura formodningen siger, at ALLE elliptiske ligninger skal kunne 
relateres til en modulær form. Hvis Frey har fundet/opskrevet en elliptisk ligning, der IKKE kan skrives på en modulær 
form, så vil Taniyama‐Shimura formodningen være falsk ! 
Følgelig er logikken i Freys argument (60), s. 217‐218: 
1. Skridt 33: Hvis (og kun hvis) Fermats Sidste Sætning er forkert, så findes Freys elliptiske ligning. 
2. Skridt 34: Freys elliptiske ligning er så afvigende at den IKKE kan relateres til en modulær form. 
3. Skridt 35: Taniyama‐Shimura formodningen siger, at alle elliptiske ligninger skal kunne relateres til en 
modulær form. 
4. Skridt 36: Derfor må Tanaiyama‐Shimura formodningen være forkert ! 
MEN argumentet kan køres den modsatte vej: 
1. Skridt 37: Hvis Taniyama‐Shimura formodningen kan bevises, så må enhver elliptisk ligning kunne relateres til 
en modulær from. 
2. Skridt 38: Hvis hver eneste elliptiske ligning kan relateres til en modulær form, så kan Freys elliptiske ligning 
ikke eksistere. 
3. Skridt 39: Hvis Freys elliptiske ligning ikke kan eksistere så er der ingen løsninger til Fermat’s ligning. 
4. Skridt 40: Hvis der ikke er nogen løsninger til Fermat’s ligning, så er Fermats Sidste Sætning sand. 
Overblik skridt 37‐40: Ergo er logikken, at kan Taniyama‐Shimura formodningen bevises, så har man som 
en ”sidegevinst” bevist Fermats Sidste Sætning, naturligvis under forudsætning af, at Freys argumenter for at 
strukturen af de elliptiske ligninger ER så afvigende at de ikke kan eksistere, er korrekt. 
Freys arbejde mere detaljeret efter Cox (56). 
De ikke‐trivielle løsninger (se Fermats bevis for Fermats Sidste Sætning for n=4) til Fermats Sidste Sætning medfører 
eksistensen af meget afvigende elliptiske kurver, som vi vil kalde ”Frey kurver”. 
Skridt 41: Ken Ribet beviser i 1986, at disse Frey‐kurver ikke kan relateres til en modulær form (56), s. 9. 
Det vil sige, at det som Wiles manglede for at kunne bevise Fermats Sidste Sætning var at kunne bevise Taniyama‐
Shimura formodningen. 
Skridt 42: Givet ܽ௣ ൅ ܾ௣ ൌ ܿ௣ som løsning til Fermats Sidste Sætning, så får vi en associeret Frey kurve som skrives: 
ݕଶ ൌ ݔሺݔ െ ܽ௣ሻሺݔ ൅ ܾ௣ሻ 
Som tidligere er a,b,c relativt primiske heltal forskellige fra 0 og p er et ulige primtal. Dette er en elliptisk kurve over de 
rationelle tal Q. 
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Eksperimentelle	og	kreative	skridt	i	at	bevise	Fermats	sætning	
Hele historien om Fermat’s sidste sætning er jo nærmest højtlæsning i ny og sandsynligvis eksperimentel matematik i 
forhold til vores definition 1, men uden dokumentation for det eksperimentelle. 
Skridt 7‐13. Eulers metode er ny og sandsynligvis eksperimenternde, men uden at vi har dokumentation for at påstå 
det. Kreativt: Ja., Eksperimerenterende: Sandsynligvis. 
Skridt 15‐21. Kummers metode er ny (kreativ) og sandsynligvis eksperimenterende. Igen uden dokumentation for det 
eksperimenterende. 
Skridt 22‐24. Nye metoder (kreative) og sandsynligvis eksperimenterende. Igen uden dokumentation for det 
eksperimenterende, skridt 23‐24 nok også eksperimenterende i forhold til Bailey og Borweins ”roles for computation”. 
Skridt 26‐40. Freys metoder er nye og eksperimenterende. Uden dokumentation for det eksperimenterende. 
Skridt 41‐42. Klart nye metoder og eksperimenterende efter Singh (60). 
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Case	bevis	for	n=4	for	Fermats	Sidste	Sætning	
Case Fermat uendelig nedstignings metode beviser Fermats Sidste Sætning for n=4 (63, s.3‐13). 
Den pythagoræiske ligning: 
(1.1)      ܺଶ ൅ ܻଶ ൌ ܼଶ 
Der benyttes følgende sætning bevist af Leonardo af Pisa (Fibonacci) fra 1225: 
(1A) Hvis a,b er heltal således at a>b>0, gcd(a,b)=1 og a,b af forskellig paritet, så er tripletten (x,y,z) givet ved 
൝
ݔ ൌ 2ܾܽ
ݕ ൌ ܽଶ െ ܾଶ
ݖ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ
 
en primitiv løsning til (1.1)” Dette etablerer en en‐til‐en korrespondance mellem sættene af  par (a,b) der opfylder de 
ovenstående løsninger, og sættet af primitive løsninger til (1.1)” (s.4). 
Primitive løsninger for tripletten (x,y,z) til (1.1) er løsningerne hvor følgende er opfyldt for heltallene x,y,z:  x>0, y>0, 
z>0, hvor  x er lige og gcd(x,y,z)=1, og dermed er y og z ulige. 
Jeg gennemgår først Fermats metode til at vise, at ligningen 
(2.1)      ܺସ െ ܻସ ൌ ܼଶ 
(2A) Ligning (2.1) har ingen heltalsløsninger forskellige fra 0. 
Bevis: Modstridsbevis hvor vi stater med at formode, at der er en løsning til ligningen med heltallene x,y, og z med den 
mindst mulige værdi af x, således at: 
ݔସ െ ݕସ ൌ ݖଶ 
gcd(x) = største fællesnævner. 
Så gælder der, at gcd(x,y)=1 da hvis et primtal p dividerer både x og y så vil p4 dividere z2 så dermed vil p2 dividere z. Vi 
lader x=px’, y=py’, z= p2z’ så der gælder at  
ݔ′ସ െ ݕ′ସ ൌ ݖ′ଶ 
hvor 0<x’<x, hvilket strider imod vores hypotese. Dermed vides, at gcd(x,y)=1 
Ud fra vores oprindelige (formentlig falske) antagelse, at 	
ݖଶ ൌ ݔସ െ ݕସ ൌ ሺݔଶ ൅ ݕଶሻሺݔଶ െ ݕଶሻ 
Og af gcd(x,y)=1 følger, at gcd((x2+y2),( x2‐y2)) er lig 1 eller 2. 
Der er 2 cases, som skal undersøges, case 1 hvor  
gcd((x2+y2),( x2‐y2)) er lig 1 og 
case 2 hvor  
gcd((x2+y2),( x2‐y2)) er lig 2. 
Case 1: gcd((x2+y2),( x2‐y2)) er lig 1: 
Da produktet af (x2+y2) og ( x2‐y2) er et kvadrattal, så må (x2+y2) og ( x2‐y2) også hver især være kvadrattal: Præciseret: 
Der findes positive heltal s,t og gcd(s,t)=1 således at: 
  
൜ݔ
ଶ െ ݕଶ ൌ ݏଶ
ݔଶ ൅ ݕଶ ൌ ݐଶ  
Da 2x2=ss+t2 så skal s ,t have samme paritet og kan ikke begge være lige, så skal s,t begge være ulige . 
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Dermed findes der positive heltal u, v således at  
൜ݑ ൌ ሺݏ ൅ ݐሻ/2ݒ ൌ ሺݏ െ ݐሻ/2         
og gcd(u,v)=1 da s,t er ulige. 
Der haves fra ovenstående, at uv=(s2‐t2)/4=y2/2 og dermed gælder, at y2=2uv. 
Da gcd(u,v)=1 findes der positive heltal l,m således at: 
 ቄݑ ൌ 2݈ଶ	ݒ ൌ ݉ଶ      ݈݈݁݁ݎ	    ቄ
ݒ ൌ ݈ଶ
ݒ ൌ 2݉ଶ   
Vi gennemgår det første tilfælde da det andet er analogt. 
Da u er lige, gcd(u,v,x)=1 og 
ݑଶ ൅ ݒଶ ൌ ሺݏ ൅ ݐሻ
ଶ ൅ ሺݏ െ ݐሻଶ
4 ൌ
ݏଶ ൅ ݐଶ
2 ൌ ݔ
ଶ 
Der følger af (1A) at der findes positive heltal a,b 0<b<a, gcd(a,b)=1 således at 
       2݈ଶ ൌ ݑ ൌ 2ܾܽ 
og      ݉ଶ ൌ ݒ ൌ ܽଶ െ ܾଶ   
og      ݔ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ 
Dermed er l2=ab. Dermed findes der positive heltal c,d, gcd(c.d)=1 således at 
       ܽ ൌ ܿଶ 
og      ܾ ൌ ݀ଶ 
og derfor m2=c4‐d4. 
Nu gælder der derfor, at 0<c<a<x og tripletten af positive heltal (c,d,m) ville være en løsning til ligningen, der strider 
imod vores antagelse om x er den mindst mulige heltalsløsning. OK for Case 1. 
Case2: gcd((x2+y2),( x2‐y2)) er lig 2: 
Nu er x,y ulige og z er lige. 
Ifølge (1A) findes der positive heltal a,b 0<b<a, gcd(a,b)=1 således at 
      ݔଶ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ 
og      ݕଶ ൌ ܽଶ െ ܾଶ 
og      ݖ ൌ 2ܾܽ 
Derfor       ݔଶݕଶ ൌ ܽସ െ ܾସ  
Med       0 ൏ ܽ ൏ ݔ som er i modstrid med valget af x så lille som muligt. 
Dermed har vi vist modstrid for begge cases og dermed er (2A) bevist ved ”uendelig nedstignings” metoden opfundet 
af Fermat. 
I ”breve til Mersenne” ses også en alternativ metode, hvor Fermat udfordrer med hensyn til opgaven eller nævner 
opgaven: 
(2B)  ܣݎ݈݁ܽ݁ݐ	݂ܽ	݁݊	ܲݕݐ݄ܽ݃݋ݎæ݅ݏ݇	ݐݎ݁݇ܽ݊ݐ	݁ݎ	݅݇݇݁	݇ݒܽ݀ݎܽݐ݁ݐ	݂ܽ	݁ݐ	݄݈݁ݐ݈ܽ 
Bevis: Lad a,b,c være siderne af en pythagoræisk trekant, hvor c er hypotenusen. Dermed gælder: 
       ܿଶ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ 
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Vi formoder at vores hypotese er forkert og definerer arealet som kvadratet af et heltal s. 
Der gælder      ௔௕ଶ ൌ ݏଶ 
Derfor gælder      ሺܽ ൅ ܾሻଶ ൌ ܿଶ ൅ 4ݏଶ 
og      ሺܽ െ ܾሻଶ ൌ ܿଶ െ 4ݏଶ 
Vi ganger begge VS sammen og begge HS sammen og får: 
      ሺܽଶ െ ܾଶሻଶ ൌ ܿସ െ ሺ2ݏሻସ 
Vi betragter       ܺ ൌ ܿ, ൌ ሺ2ݏሻ, ܼ ൌ ሺܽଶ െ ܾଶሻ 
Dermed ville ligningen     ܺସ െ ܻସ ൌ ܼଶ have ikke‐trivielle løsninger i heltal og modsige (2A) 
som vi ved er sand. Modstridsbevis slut. 
Til slut vil vi benytte ovenstående beregninger til at bevise Fermats Sidste Sætning for n=4 (nævnt eller foreslået som 
opgave i breve til Mersenne 1636, 1638, 1640): 
(2C) Ligningen 
(2.2)      ܺସ ൅ ܻସ ൌ ܼସ 
har ingen heltalsløsninger forskellige fra 0. 
Bevis: Modstridsbevis: Vi formoder at der findes heltalsløsninger: 
For x,y,z heltal ikke lig nul således at   ݔସ ൅ ݕସ ൌ ݖସ 
Vi omskriver til    ݖସ െ ݕସ ൌ ሺݔଶሻଶ  hvilket modsiger 2A.  
Vi har vores modstrid og er færdige med beviset.   
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Case	Fermat	n=4	bevis	skridt	
Identifikation og gennemgang af eksperimentelle og kreative skridt for beviset for Fermats Sidste Sætning for n=4 (63), 
s. 2‐13. 
Den pythagoræiske ligning: 
(1.1)      ܺଶ ൅ ܻଶ ൌ ܼଶ 
Der benyttes følgende sætning bevist af Leonardo af Pisa (Fibonacci) fra 1225: 
Skridt 1: Gældende Sætning (Leonardo af Pisa (Fibonacci)): 
(1A) ”Hvis a,b er heltal således at a>b>0, gcd(a,b)=1 og a,b af forskellig paritet, så er tripletten (x,y,z) givet ved 
൝
ݔ ൌ 2ܾܽ
ݕ ൌ ܽଶ െ ܾଶ
ݖ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ
 
Er en primitiv løsning til (1.1)”  
Primitive løsninger for tripletten (x,y,z) til (1.1) er løsningerne hvor følgende er opfyldt for heltallene x,y,z:  x>0, y>0, 
z>0, hvor  x er lige og gcd(x,y,z)=1, og dermed er y og z ulige. 
”Dette etablerer en en‐til‐en korrespondance mellem sættene af  par (a,b)der opfylder de ovenstående løsninger, og 
sættet af primitive løsninger til (1.1)” (s.4). 
Jeg gennemgår først Fermats metode til at vise, at ligningen 
(2.1)      ܺସ െ ܻସ ൌ ܼଶ 
(2A) Ligning (2.1) har ingen heltalsløsninger forskellige fra 0. 
Bevis: Modstridsbevis hvor vi 
Skridt 2: starter med at formode, at der er en løsning til ligningen med heltallene x,y, og z med den mindst mulige 
værdi af x, således at: 
	ݔସ െ ݕସ ൌ ݖଶ 
gcd(x) = største fællesnævner. 
Skridt 3: Så gælder der, at gcd(x,y)=1 da hvis et primtal p dividerer både x og y så vil p4 dividere z2 så dermed vil p2 
dividere z. 
Skridt 4: Vi lader x=px’, y=py’, z= p2z’ så der gælder at  
ݔ′ସ െ ݕ′ସ ൌ ݖ′ଶ 
hvor 0<x’<x, hvilket strider imod vores hypotese. Dermed vides, at gcd(x,y)=1 
Ud fra vores oprindelige (formentlig falske) antagelse, at  
Skridt 5 (faktorisering):	
ݖଶ ൌ ݔସ െ ݕସ ൌ ሺݔଶ ൅ ݕଶሻሺݔଶ െ ݕଶሻ 
Skridt 6: Og af gcd(x,y)=1 følger, at gcd((x2+y2),( x2‐y2)) er lig 1 eller 2. 
Skridt 7: Caseopdeling: Der er 2 cases, som skal undersøges, case 1 hvor  
gcd((x2+y2),( x2‐y2)) er lig 1 og 
case 2 hvor  
gcd((x2+y2),( x2‐y2)) er lig 2. 
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Skridt 8: Case 1: gcd((x2+y2),( x2‐y2)) er lig 1: 
Skridt 9: Da produktet af (x2+y2) og ( x2‐y2) er et kvadrattal, så må (x2+y2) og ( x2‐y2) også hver især være kvadrattal:  
Skridt 10: Præciseret: Der findes positive heltal s,t og gcd(s,t)=1 således at: 
൜ݔ
ଶ െ ݕଶ ൌ ݏଶ
ݔଶ ൅ ݕଶ ൌ ݐଶ  
Skridt 11: Da 2x2=ss+t2 så skal s ,t have samme paritet og kan ikke begge være lige (da indbyrdes primiske pga 
gcd(s,t)=1) , så skal s,t begge være ulige . 
Skridt 12: Dermed findes der positive heltal u, v således at  
൜ݑ ൌ ሺݏ ൅ ݐሻ/2ݒ ൌ ሺݏ െ ݐሻ/2 
Skridt 13: og gcd(u,v)=1 da s,t er ulige og indbyrdes primiske. *** 
Skridt 14: Der haves fra ovenstående, at uv=(s2‐t2)/4=y2/2 og dermed gælder, at y2=2uv. 
Skridt 15: Da gcd(u,v)=1 findes der positive heltal l,m således at: 
 ቄݑ ൌ 2݈ଶ	ݒ ൌ ݉ଶ      ݈݈݁݁ݎ	    ቄ
ݒ ൌ ݈ଶ
ݒ ൌ 2݉ଶ   
Vi gennemgår det første tilfælde da det andet er analogt. 
Skridt 16: Da u er lige, gcd(u,v,x)=1 og 
ݑଶ ൅ ݒଶ ൌ ሺݏ ൅ ݐሻ
ଶ ൅ ሺݏ െ ݐሻଶ
4 ൌ
ݏଶ ൅ ݐଶ
2 ൌ ݔ
ଶ 
Skridt 17: Der følger af (1A) at der findes positive heltal a,b 0<b<a, gcd(a,b)=1 således at 
൝
2݈ଶ ൌ ݑ ൌ 2ܾܽ
݉ଶ ൌ ݒ ൌ ܽଶ െ ܾଶ
ݔ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ
 
Skridt 18: Dermed er l2=ab. Dermed findes der positive heltal c,d, gcd(c,d)=1 således at 
ቄܽ ൌ ܿଶܾ ൌ ݀ଶ 
Skridt 19: og derfor m2=c4‐d4. 
Skridt 20: Nu gælder der derfor, at 0<c<a<x og tripletten af positive heltal (c,d,m) ville være en løsning til ligningen, 
der strider imod vores antagelse om x er den mindst mulige heltalsløsning. OK for Case 1. 
Skridt 21: Case2: gcd((x2+y2),( x2‐y2)) er lig 2: 
Skridt 22: Nu er x,y ulige og z er lige. 
Skridt 23: Ifølge (1A) findes der positive heltal a,b 0<b<a, gcd(a,b)=1 således at 
൝
ݔଶ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ
ݕଶ ൌ ܽଶ െ ܾଶ
ݖ ൌ 2ܾܽ
 
Skridt 24: Derfor     ݔଶݕଶ ൌ ܽସ െ ܾସ  
Skridt 25: Med   0 ൏ ܽ ൏ ݔ som er i modstrid med valget af x så lille som muligt. 
Skridt 26: Dermed har vi vist modstrid for begge cases og dermed er (2A) bevist ved ”uendelig nedstignings” metoden 
opfundet af Fermat. 
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I ”breve til Mersenne” ses også en metode, hvor Fermat udfordrer med hensyn til opgaven eller nævner opgaven: 
Skridt 27: Fermat finder på ny udfordring: 
(2B)  ܣݎ݈݁ܽ݁ݐ	݂ܽ	݁݊	ܲݕݐ݄ܽ݃݋ݎæ݅ݏ݇	ݐݎ݁݇ܽ݊ݐ	݁ݎ	݅݇݇݁	݇ݒܽ݀ݎܽݐ݁ݐ	݂ܽ	݁ݐ	݄݈݁ݐ݈ܽ 
Skridt 28: Bevis: Lad a,b,c være siderne af en pythagoræisk trekant, hvor c er hypotenusen. Dermed gælder: 
 Skridt 29:      ܿଶ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ 
Vi formoder at vores hypotese er forkert og definerer arealet som kvadratet af et heltal s. 
Skridt 30: (modstridsoplæg) Der gælder  ௔௕ଶ ൌ ݏଶ 
Skridt 31: Derfor gælder    ሺܽ ൅ ܾሻଶ ൌ ܿଶ ൅ 4ݏଶ 
Skridt 32: og      ሺܽ െ ܾሻଶ ൌ ܿଶ െ 4ݏଶ 
Vi ganger begge VS sammen og begge HS sammen og får: 
Skridt 33:      ሺܽଶ െ ܾଶሻଶ ൌ ܿସ െ ሺ2ݏሻସ 
Skridt 34:Vi betragter     ܺ ൌ ܿ, ൌ ሺ2ݏሻ, ܼ ൌ ሺܽଶ െ ܾଶሻ 
Skridt 35: Dermed ville ligningen   ܺସ െ ܻସ ൌ ܼଶ have ikke‐trivielle løsninger i heltal og modsige (2A) 
som vi ved er sand. Modstridsbevis slut. 
Til slut vil vi benytte ovenstående beregninger til at bevise Fermats Sidste Sætning for n=4 (nævnt eller foreslået som 
opgave i breve til Mersenne 1636, 1638, 1640): 
Skridt 36: (2C) Ligningen 
(2.2)      ܺସ ൅ ܻସ ൌ ܼସ 
har ingen heltalsløsninger forskellige fra 0. 
Skridt 37: (modstridsoplæg) Bevis: Modstridsbevis: Vi formoder at der findes heltalsløsninger: 
For x,y,z heltal ikke lig nul således at   ݔସ ൅ ݕସ ൌ ݖସ 
Skridt 38: Vi omskriver til     ݖସ െ ݕସ ൌ ሺݔଶሻଶ  hvilket modsiger 2A.  
Skridt 39: Færdig ! Vi har vores modstrid og er færdige med beviset.   
Nu har vi så identificeret skridtene. 
Eksperimentelle skridt: 
Ser vi på Baileys og Borweins definitioner af roller/tilfælde for (computer)beregninger i eksperimentel matematik så er 
der ikke nogle skridt, der meget tydeligt falder i en af de første 5 kategorier. 
Udvider vi vores definition til den mere generelle beskrivelse af at ”afprøve forskellige metoder, at gå frem på en 
eksperimenterende måde” kun lidt omskrevet fra Christensen et al. samt Borwein og Devlin, så åbner der sig lidt flere 
muligheder for identifikation af eksperimentelle skridt. 
I beviset benytter Fermat sig af en gentagen iterativ metode hvor han benytter reglen 1A udviklet af Fibonacci indtil 
han når dertil, hvor han på trods af en forudsætning om at arbejde ud fra det mindst mulige x opnår at finde en ny 
mulig heltalsløsning for x der er mindre end den oprindelige i den del af beviset der benytter den ”uendelige 
nedstigningsmetode”. 
Ud fra vores ”at afprøve forskellige metoder, at gå frem på en eksperimenterende måde” definition kunne man godt 
argumentere for, at en iterativ metode, hvor man gentager den samme type beregning for at opnå et bestemt resultat 
kunne anvendes til at sandsynliggøre, at Fermat har benyttet eksperimentelle skridt, om ikke i beviset så sandsynligvis 
i udviklingen af beviset. Dette skridt svarer til ”eksperimentel matematik indeholdende iterationer”. 
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Den uendelige nedstignings metode består jo netop i at udvælge et resultat for positive heltal (x0, y0, z0) og derefter 
ved hjælp af vores metode i skridt 17‐18‐19 vises at vi kan finde et nyt resultat af positive heltal  (x1, y1, z1) som er 
mindre end de første. 
Herefter gentages skridt 17‐18‐19 og vi får et nyt resultat af positive heltal (x2, y2, z2), som er mindre end det 
foregående. 
Denne proces kan gentages i det uendelige og da der er mindste positive heltal så kan dette ikke lade sig gøre og fører 
til en modsigelse. 
Disse skridt, der gentages bl.a. i skridt 23‐24‐25 vil jeg betegne som eksperimentelle skridt i beviset for 2A, der så 
benyttes i det endelige bevis for Fermats Sidste Sætning for n=4. 
Derudover vil jeg ikke umiddelbart mene, at der er åbenlyse eksperimentelle skridt i selve beviset. 
Yderligere ses også, at skridt 27‐35 er et alternativt bevis til ”den uendelige nedstigningsmetode” indeholdt i skridtene 
1‐26, så da der her arbejdes med alternative metoder frem mod det samme mål, må dette ifølge vores definition 1 i 
høj grad være eksperimentelle skridt. 
Kreative skridt: 
Selve den uendelige nedstignings metode (indeholdt i skridtene 1‐26) til at lave et modstridsbevis er opfundet af 
Fermat så præcis disse skridt ville jeg i høj grad betegne som kreative ud fra Brunkallas definition af ”new 
mathematical tools” og ”creativity of researching” der giver ”at lave noget nyt og ikke tidligere afprøvet”. Denne 
definition passer rigtigt godt på Fermats uendelige nedstignings metode. 
Det er en ny metode, som Fermat har udviklet til for første gang at bevise 2A og efter at bevise (2.2), som jo er 
Fermats Sidste Sætning for n=4. 
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Videnskabsteori	generelt	og	med	det	eksperimentelle	skridt	
I mange naturvidenskaber forgår der hypoteser, der sandsynliggøres ved hjælp af eksperimenter. Som Kant, Popper og 
Kuhn siger: I virkeligheden kan man ikke med 100 % sikkerhed bevise en naturvidenskabelig hypotese for man kan i 
sagens natur ikke foretage ALLE tænkelige forsøg. Derfor er det grundlæggende forkert, at man beviser ved hjælp af 
forsøg. Man sandsynliggør sin teori eller hypotese ved at have udført alle mulige tænkelige relevante typer forsøg. 
MEN i virkeligheden kan man kun modbevise en teori – hvis man har et enkelt eksperiment, der tilbageviser 
hypotesen. 
Kant	
Kant efterlyser en Kopernikansk revolution i filosofien, hvor han forsøger at lave en syntese af empiricisterne og 
rationalisterne. Empiricisterne mener, at der i epistomologiske undersøgelser lægges ud med en objektiv viden om en 
ekstern verden har Kant den holdning at subjektet (mennesket) selv underlægger den eksterne verden bestemte 
kategorier og viden. 
Nielsen et al. (XXX) mener: ”Immanuel Kant (1724‐1804) hører utvivlsomt til blandt historiens mest betydningsfulde 
filosoffer. Hans erkendelsesteoretiske hovedværk, Kritik der reinen Vernunft (KdrV) fra 1781, har ikke været til at 
komme uden om for senere filosoffer. Trods værkets svært tilgængelige stil er det en klassiker inden for vestlig filosofi. 
Kant vendte opmærksomheden fra de erfarede genstande til erfaringen selv, og med sit værk mente han at kunne 
påvise, hvilke betingelser der uafhængigt af sanseerfaring muliggør erkendelse. Disse transcendentale betingelser for 
erkendelsen gjorde Kant i stand til at tilbagevise de empiristiske skepticisters påstande om, at al erkendelse kan 
henføres til empiri. Samtidig viste han også, hvilke begrænsninger erkendelsen er underlagt, hvilket ledte ham frem til 
en kritik af rationalisternes metafysik. Hvis fornuften underlægger sig selv kritik (heraf værkets navn), kan vi undgå 
fejlagtige konklusioner af metafysisk art. 
Interessen for KdrV har især samlet sig omkring disse emner. Hvorledes det med fornuften kan fastslås, hvordan 
fornuften ikke må bruges, kan kaldes den negative kritik af fornuften. Derimod er den positive side af fornuften et 
relativt overset emne i litteraturen. Vor interesse har derfor samlet sig om den nyttige og nødvendige brug af 
fornuften i en videnskabelig kontekst.  
Selv om Kant først og fremmest er berømt for sine erkendelses‐ og moralfilosofiske værker, var han også særdeles 
interesseret i naturvidenskab. Tiden før Kant var præget af den videnskabelige revolutions landvindinger, og Kant lod 
sig blandt andet inspirere af Newtons mekanik og matematik samt Leibniz’ og Wolffs systematiske metoder inden for 
metafysik og videnskab. I begyndelsen af forfatterskabet skrev Kant flere naturvidenskabelige afhandlinger, og mellem 
de to udgaver af KdrV skrev Kant i Metaphysische Anfangsgründe der Naturwissenschaft om grundlaget for 
naturvidenskaben i et forsøg på at applicere sin erkendelsesteori på fysikken. Dette værk henviser vi til i forbindelse 
med et eksempel på en videnskabelig brug af fornuften, men i øvrigt vil vi holde os til KdrV i vort forsøg på at sætte 
fornuften ind i en videnskabelig sammenhæng. At Kant selv satte sin erkendelsesteori ind i en sådan sammenhæng 
fremgår allerede af forordet til anden udgave af KdrV fra 1787, hvor både Galileos eksperimenter med skråplan, 
Torricellis påvisning af lufttrykket og Stahls flogistonteori nævnes. 
Fornuftens ideer spiller en helt nødvendig rolle i den menneskelige erkendelse. For overhovedet at have en 
sammenhængende erfaring er ideerne nødvendige betingelser, da de muliggør en systematisering og strukturering af 
empirien ud fra principper og ideer. Da systematik og videnskab er to sider af samme sag for Kant, må videnskab 
derfor baseres på ideer. Ydermere fungerer ideerne som drivkraften i videnskab. Vor erkendelse af naturen 
teoretiseres og systematiseres, og ved hjælp af ideer kan vi opdage brikker, som før manglede. Derved giver de os 
retningslinjer for forskningen, det vil sige retningslinjer for udvidelsen af vor erfaring. Netop derfor bliver det 
afgørende for Kant at retfærdiggøre denne brug af ideerne som heuristiske principper.” 
Og ” … fremgår allerede af forordet til anden udgave af KdrV fra 1787, hvor både Galileos eksperimenter med skråplan, 
Torricellis påvisning af lufttrykket og Stahls flogistonteori nævnes.” 
Kant skelner mellem syntetiske og analytiske udsagn. 
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Fra (52): 
”A priori erkendelse 
Et essentielt element i erkendelsesteori er a priori påstande, hvorom det gælder, at de erkendes uafhængig af 
erfaringen. I modsætning hertil findes a posteriori påstande, der indeholder empirisk viden baseret på sanseindtryk. I 
det a priori erkendelsesområde reserverer Kant begrebet ‘ren a priori’ til den form for erkendelse, der er fuldstændig 
renset for al form for empirisk indhold, og de kriterier, der skal være opfyldt for at der er tale om ren a priori 
erkendelse, er nødvendighed og streng almengyldighed (B4). 
Kant skelner desuden mellem analytiske og syntetiske domme, hvor førstnævnte refererer til domme, hvori 
prædikatet mere eller mindre skjult er indeholdt i subjektet, hvilket betyder, at man ved en analyse af 
subjektbegrebet kan ‘udlede’ prædikatet (A6/B10). Denne definition er imidlertid ikke særlig præcis, og derfor tilføjer 
Kant et kriterium, der bygger på kontradiktionsprincippet. Hvis benægtelsen af en dom fører til en selvmodsigelse, er 
der tale om en analytisk dom. For Kant er kontradiktionsprincippet dermed et universelt og tilstrækkeligt princip for al 
analytisk erkendelse (A151/B191). Analytiske domme får derved en tautologisk karakter over sig ‐ de indeholder ingen 
reel information. Det følger heraf, at de teoretisk set kan erkendes a priori, dvs. uafhængigt af erfaringen. 
I de syntetiske domme derimod er prædikatet ikke indeholdt i subjektet med nødvendighed. Prædikatet er noget, vi 
syntetisk tilføjer subjektet, hvorved erkendelsen udvides (A8/B12). En syntetisk dom indeholder derfor en reel 
information om forhold i verden. Kants fremstilling af forskellen mellem analytiske og syntetiske domme synes at 
være ganske uproblematisk, idet han ikke diskuterer, hvorvidt det enkelte individs erfaring har betydning for, om en 
dom vil blive betragtet som analytisk eller syntetisk. Hvis analytiske domme skal opfattes som begrebssandheder, kan 
disse kun identificeres som værende analytiske, hvis den enkelte sprogbruger har lært og forstået de konventioner, 
der er tilknyttet et givent begreb som f.eks. legeme. Kant mener, at uigennemtrængelighed er noget, der hører 
uadskilleligt sammen med begrebet legeme, mens tyngde er en egenskab, vi tilføjer efter at have gjort os visse 
erfaringer (A7/B12). Hvis man forestiller sig et geometrisk legeme, er det klart, at udstrækning og delelighed ikke kan 
borttænkes, hvorimod tyngde kun knytter sig til fysiske legemer. Hvorvidt en sådan figur er uigennemtrængelig eller ej, 
vil til gengæld afhænge af, hvordan den er konstrueret, og derfor er skellet mellem syntetiske og analytiske domme 
måske ikke helt fri for subjektive elementer. Kant har ganske givet ment det som et intersubjektivt skel, der ikke lader 
sig påvirke af det enkelte menneskes begrebsforståelse. 
De to former for distinktioner mellem henholdsvis a priori/a posteriori og analytisk/syntetisk giver mulighed for 
forskellige typer af udsagn, som for overskuelighedens skyld kan opstilles skematisk med følgende eksempler:” 
  A priori  A posteriori 
Analytiske udsagn  Alle legemer er udstrakte
Syntetiske udsagn  To rette linier kan ikke omslutte noget rum Alle legemer har tyngde
Ifølge Champion (53) gælder følgende om Kant (refereret fra Popper’s ”Conjectures and refutations”): 
“Kant's solution to the problem of the limits of sense experience, and his explanation for the truth of Newton's theory 
(which clearly exceeded the bounds of sensory experience) was to postulate that "our intellect does not draw its laws 
from nature, but imposes its laws upon nature". 
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Popper	
Popper efter Champion (53): Falsifiability fra Poppers “Conjectures and refutations”, Kapitel 7: 
“What was this error? As I have said, Kant, like almost all philosophers and epistemologists right into the twentieth 
century, was convinced that Newton's theory was true... before Einstein."  
 
"Even those who do not accept Einstein's theory of gravitation ought to accept that his was an achievement of truly 
epoch‐making significance. For his theory established at least that Newton's theory, no matter whether true or false, 
was certainly not the only possible system of celestial mechanics that could explain the phenomena in a simple and 
convincing way..." 
 
"Now if, unlike Kant, we consider Newton's theory as a hypothesis whose truth is problematic, then we must radically 
alter Kant's problem. No wonder that his solution no longer suits the new post‐Einsteinean formulation of the 
problem, and that it must be amended accordingly." 
 
"Kant's solution to the problem is well known. He assumed, correctly I think, that the world as we know it is our 
interpretation of the observable facts in the light of theories that we ourselves invent. As Kant puts it: 'Our intellect 
does not draw its laws from nature... but imposes them upon nature.' While I regard this formulation of Kant's as 
essentially correct, I feel that it is a little too radical, and I should therefore like to put it in the following modified 
form: 'Our intellect does not draw its laws from nature, but tries ‐‐ with varying degrees of success ‐‐ to impose upon 
nature laws which it freely invents.'..."  
 
"We invent our myths and our theories and we try them out: we try to see how far they take us. And we improve our 
theories if we can. The better theory is the one that has the greater explanatory power; that explains more; that 
explains with greater precision; and that allows us to make better predictions."  
 
"Since Kant believed that it was our task to explain the uniqueness and the truth of Newton's theory, he was led to the 
belief that this theory followed inescapably and with logical necessity from the laws of our understanding. The 
modification of Kant's solution which I propose, in accordance with the Einsteinian revolution, frees us from this 
compulsion. In this way, theories are seen to be the free creations of our own minds, the result of an almost poetic 
intuition, of an attempt to understand intuitively the laws of nature. But we no longer try to force our creations upon 
nature. On the contrary, we question nature, as Kant taught us to do, and we try to elicit from her negative answers 
concerning the truth of our theories: we do not try to prove or to verify them, but we test them by trying to disprove 
or falsify them, to refute them."  
 
"In this way the freedom and boldness of our theoretical creations can be controlled and tempered by self‐criticism, 
and by the severest tests we can design. It is here, through our critical methods of testing, that scientific rigor and 
logic enter into empirical science." 
 
Popper går videre i Kant’s fodspor men med nogle twists, som vi ser i følgende: 
 
"We invent our myths and our theories and we try them out: we try to see how far they take us. And we improve our 
theories if we can. The better theory is the one that has the greater explanatory power; that explains more; that 
explains with greater precision; and that allows us to make better predictions." 
 
Poppers store “idé” og væsensforskelligt fra Kant var, at en meget central ting var at kunne teste hypoteser og teorier 
ud fra hvor nemt det er at designe forsøg til at tilbagevise dem, ”refutation” eller “falsification”: 
 
“In this way, theories are seen to be the free creations of our own minds, the result of an almost poetic intuition, of an 
attempt to understand intuitively the laws of nature. But we no longer try to force our creations upon nature. On the 
contrary, we question nature, as Kant taught us to do, and we try to elicit from her negative answers concerning the 
truth of our theories: we do not try to prove or to verify them, but we test them by trying to disprove or falsify them, 
to refute them." 
 
Poppers “store idé” gav også et af navnene til titlen på hans bog “Conjectures and refutations”. 
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Poppers ideer omkring ”refutation” i forhold til forskellige typer teorier efter Champion (53): 
 
“He then specified three types of theory. 
 
1.  Logical and mathematical theories. 
2.  Empirical (scientific) theories. 
3.  Philosophical or metaphysical theories. 
 
Theories of type 1 are tested by attempted refutation, especially by finding internal contradictions. Decisions in these 
cases are usually final. 
 
Scientific theories are similarly tested by the process of criticism and in this case observations can fit into the critical 
discussion. 
 
For the third kind of problems, he proposed a solution that is based on a situational analysis to assess the adequacy of 
the theory as a solution to a problem. Actually he didn't use the term situational analysis but that is an important 
concept that will come in useful anytime we are contemplating the reasons for human actions or the 
rationality/adequacy of human decisions.” 
 
Som vi kan se er der stadig nogle af Kant’s ideer omkring det analytiske, hvor der i logik og matematik teori er en og 
kun en løsning, som er ”final”. 
 
Kuhn	
 
Vi henviser yderligere til Popper’s ideer om videnskabelig udvikling, yderligere forfinet af Kuhn, der mener, at der i 
enhver videnskab er et sæt basale ideer og holdninger til hvordan verden er skruet sammen og regler for hvordan den 
fungerer, specielt med hensyn til ny udvikling af viden i denne videnskab. Dette sæt ideer, holdninger, og 
funktionsregler for videnskabsgrenen kalder Kuhn for et paradigme. 
Når der sker et gennemgribende ændring i nogle af de grundlæggende ideer indenfor et bestemt forskningsområde 
kalder Kuhn dette for et paradigme skift (18). 
Et eksempel på et paradigmeskift et Einsteins opfattelse af tyngdekraft i forhold til Newtons opfattelse, hvor Einsteins 
opfattelse i det fleste situationer vil være tilsyneladende den samme som efter Newtons teorier, men i special‐tilfælde 
vil der være en stor afvigelse fra Newton’s opfattelse. 
Dermed har Einstein bidraget til et paradigmeskift i fysikkens verden fra Newtonsk mekanik til Einsteins og andres 
mekanik, som for eksempel også vist af Bohr, Heisenberg og andre i forbindelse med kvantemekanik. 
I videnskaber som fysik kan man foretage forsøg, der kan bestyrke og sandsynliggøre ens hypotese og teori. Da man i 
sagens natur ikke kan gennemføre alle tænkelige forsøg kan man i videnskaben kun modbevise eller sandsynliggøre en 
hypotese. Man kan ved forsøg ikke med 100 % sikkerhed bevise en teori eller en hypotese. 
Dette i modsætning til matematikken, hvor man indenfor rammerne af sit paradigme (18) kan bevise en hypotese, så 
den bliver til en sætning (12, 13, 18). 
Logisk induktivt bevis; et bevis der drager en generel konklusion på baggrund af iagttagelser af en række specielle 
tilfælde, kaldes induktiv. Mange videnskaber gør brug af eksperimenter og observationer. Galileis faldlove, der 
beskriver den tilbagelagte vejlængde ved et frit fald i vakuum, er resultat af et induktivt ræsonnement. 
I matematikken går de to metoder, induktivt og deduktivt ræsonnement hånd i hånd. Det induktive ræsonnement 
bruges til at opdage sammenhænge og finde nye resultater, men kan aldrig føre til accept af et resultat. Hertil kræves 
et deduktivt argument, der tager sit udgangspunkt i aksiomerne for den teori, påstanden er formuleret i. Undtaget fra 
denne generelle udtalelse er det helt specifikke type matematiske bevis med en formel for en bestemt type 
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rækkeudvikling, hvor man foretager et bevis der gælder for alle naturlige tal ݊	 ∈ ܰ , som beskrives til sidst i dette 
afsnit. Dette specifikke type bevis kaldes nemlig et induktionsbevis. 
Knoebel, Laubenbacher, Lodder & Pengelley udtaler (16): 
“In his Critique of Pure Reason (1781), Immanuel Kant (1724‐1804) espouses the idea of Euclidean geometry as a 
philosophical necessity. Compare the following two viewpoints, the first by Kant, the second by Riemann: 
Space is not a conception which has been derived from outward experiences. . . . the representation of space must 
already exist as a foundation. Consequently, the representation of space cannot be borrowed 
from the relations of external phenomena through experience (13). 
Thus arises the problem of seeking out the simplest data from which the metric relations of Space can be 
determined . . . the most important system is that laid down as a foundation of geometry by Euclid. 
These data are —like all data— not necessary, but only of empirical certainty, they are hypotheses . . . (17). 
Riemanns use of “metric relations”above refers to the determination of the length of a segment or an arc, which is 
then used to determine the nature of space. This stands in direct opposition to Kant’s “the representation of space 
cannot be borrowed from the relations of external phenomena through experience.” 
Lige præcis Riemann kunne godt beskyldes for at have forårsaget et paradigmeskift, som defineret af Kuhn. 
Riemann udvikler jo netop andre, alternative, ikke‐Euklidiske geometrier, hvor for eksempel det Femte Postulat  ikke 
gælder. I denne geometri er der ikke de samme absolutte størrelser og visse typer værdier afhænger af den konkrete 
parmetrisering og er derfor ikke absolutte størrelser *** som i den klassiske Euklidiske Geometri.  
Ideen om et paradigmeskift passer ind i ideerne omkring eksperimenters rolle i den videnskabelige proces som 
beskrevet af Bailey et al. i ”Experimental Mathematics in Action” fra 2007 og gengivet af Daske og Tomas i den 
følgende figur 1 (19): Kun i det tilfælde, som for eksempel med Gailiei, hvor han tilbageviser centrale dele af det 
eksisterende Aristoteleanske verdenssyn i forbindelse med faldforsøg og mekanik. 
I de fleste tilfælde hvor der findes eksperimentelle skridt vil der være tale om eksperimentelle skridt, som ikke 
nødvendigvis bryder med centrale dele af den gældende teori. 
I forhold til matematik kan der være eksperimenteren ud fra definition 1, hvor der arbejdes med helt nye metoder 
eller udvikles beviser eller bevis‐skridt baseret på eksisterende metoder, henholdsvis Brunkallas ”creativity of 
researching” eller ”creativity of connection”. 
Alternativt kan eksperimentelle skridt i et bevis bestå af et eller flere af Borwein og Baileys ”roles for computation”. 
Når hele grundlaget eller fundamentet for en videnskab eller en gren af en videnskab ændres er det, at Kuhn taler om 
et paradigmeskift. 
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Figur 1. Eksperimenters rolle i den videnskabelige proces (19). 
 
Vi vil gennemgå eksempler fra Lakatos bog ”Proofs and refutations” for at demonstrere Lakatos’ tilgang til de 
eksperimentelle skridt i bevisers tilblivelse (24). 
 
Vi vil nu i de følgende kapitler gennemgå Euklids formalistik med tilhørende eksempler, en case af Gauss, an case af 
Huygens, en case for hele udviklingen af Fermat Sidste Sætning, en meget kortere case for Fermats bevis for Fermats 
Sidste Sætning for n=4. 
Efter vores Fermat og Gauss cases vil vi gennemgå en analytisk proces for at identificere først de enkelte skridt og når 
dette er gjort, så vil vi gennemgå, hvilke af disse skridt falder i kategorien eksperimentelle skridt. Herefter vil vi 
gennemgå hvilke af disse skridt falder i kategorien kreative skridt. I forbindelse med både eksperimentelle og kreative 
skridt vil vi gennemgå hvorvidt der er gode datidige kilder til at underbygge vores formodninger om eksperimentelle 
og kreative skridt i beviserne. 
I Huygens beviset vil vi udvælge bestemte dele af Huygens meget lange bevis og koncentrere os om eksperimentelle 
og kreative skridt i både de udvalgte dele og i forbindelse med helheden af det komplette bevis. 
Herefter vil vi diskutere den eventuelle sammenhæng mellem eksperimentelle og kreative skridt samt også, om vores 
definitioner på eksperimentelle skridt og kreative skridt er fyldestgørende eller bør videreudvikles. 
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Lakatos‐	det	kreative	og	eksperimentelle	skridt.	
Ifølge T. Kjeldsen (22) indgår der i Imre Lakatos doktorafhandling ”Beviser og gendrivelser: Logikken i matematiske 
opdagelser” et ”lad‐os‐prøve os frem” princip i matematiske beviser, som dog så godt som aldrig fremgår af den 
meget formalistiske bevisførelse i for eksempel matematiktidsskrifters artikler. 
Lakatos skriver, at han i sin afhandling vil give: 
”et billede af matematikkens udvikling som en bølgende diskussion indeholdende formodninger. Beviser, 
modeksempler og gendrivelser, og hvor ikke mindst kritik, holdninger og følelser spiller en rolle. Matematikken 
fremstår som en proces mellem mennesker, og ikke som nogle kolde eviggyldige ’sandheder’ ” (23): 
Lakatos gør op med den ”formalistiske matematikopfattelse” som vi ser i følgende udsagn: 
”Kernen i dette værk vil udfordre den matematiske formalisme, …. Dets beskedne mål er at uddybe det synspunkt, at 
uformel, kvasiempirisk matematik ikke vokser ved en monoton forøgelse af antallet af ubetvivlelige anerkendte 
sætninger, men gennem den uafladelige forbedring ved spekulative gætteri og kritik, gennem logikken i beviser og 
gendrivelser. ” (23). 
Som formuleret af T. Kjeldsen udviklede Lakatos ud fra de metodiske lighedspunkter mellem matematik og de 
empiriske videnskaber en betragtning af matematikken som en ”kvasiempirisk” videnskab (25). 
I Lakatos arbejde indgår inspiration af den østrigske filosof Karl Popper (1902‐1994), grundlæggeren af den 
videnskabsteoretiske retning, der kaldes ”kritisk rationalisme”.  
Poppers teori siger i bund og grund, at videnskabelige hypoteser ikke kan verificeres. Hvad er Poppers baggrund for 
denne teori? Jo, i naturvidenskaberne lader man sig overbevise af eksperimenter og empiri. Da man i sagens natur 
ikke kan afprøve ALT kan man derfor ikke verificere en hypotese med 100 % sikkerhed (26),  
Faktisk gør man jo så i virkeligheden det, at man slutter fra et specifikt tilfælde til et generelt tilfælde, altså en induktiv 
slutning. Dette kan aldrig være 100 % fyldestgørende. Derimod kan man godt benytte bare ét enkelt modeksempel for 
at modbevise hypotesen. Ergo kan man ikke få sikker viden om det, som gælder, men kun det, som IKKE gælder (26). 
Lakatos og hans eksempel, hvor han ifølge T. Kjeldsen ”opfattede matematikken som en proces” for eksempel i 
dialogen om det matematiske begreb ”et polyeder”: 
Der ses også, hvorledes begrebet ”et polyeder” ændres og udvikles undervejs i diskussionen mellem lærer og elever i 
forbindelse med opbygning af et bevis for Eulers polyedersætning. Selve definitionerne og betingelserne ændres og 
justeres også undervejs i processen. 
Den	eksperimenterende	proces.	
Det ses tydeligt, at der i Lakatos præsentation er lagt vægt på den eksperimenterende og kreative proces i udviklingen 
af beviset. Man kunne mene, at denne proces i virkeligheden er ligeså essentiel og vigtig for udvikling af matematisk 
viden som det ”endelige produkt”. Produktet vil oftest være det formalistiske bevis som vi traditionelt betragter 
formuleringerne hos Euklid i hans bog ”Elementerne”. Disse beviser indeholder netop ikke informationer om den 
kreative og eksperimenterende proces, der fører frem til beviset. 
Lakatos opfinder et imaginært klasseværelse hvor opgaven lyder: Er der forhold mellem antallet af kanter (K), antallet 
af hjørner (H) og antallet af flader (F) for polyedere? Dette eksempel på en eksperimenterende proces er den samme 
men refereret fra følgende kilder: (22, 23, 24). 
Der gælder for polygoner, at antallet af kanter er lige med antallet af hjørner. Hvis vi definerer K som antallet af kanter 
og H som antallet af hjørner, gælder der for polygoner som trekanter, firekanter, femkanter etc. at K=H. Se figur 2. 
50/106 
 
 
 Figur 2. Trekant: K=3, H=3 Firkant: K=4, H=4, Femkant: K=5, H=5, 12‐kant: K=12, H=12. 
Lakatos lægger op til, at eleverne skal finde en lignende sammenhæng for polyedere. Der er tre parametere i et 
polyeder: Antallet af kanter (K), antallet af hjørner (H) og antallet af flader (F): Se figur 3: 
   
Figur 3. 
Lad os se på tre af disse, nemlig tetraeder, hexaeder og oktaeder, og forholdet mellem K, H og F: 
Tetraeder: K=6, H= 4, F=4. Hexaeder: K=12, H=8, F=6, Oktaeder: K=12, H=6, F=8 
Ideen er så, at klassen har været stillet spørgsmålet om der er en sammenhæng mellem K, H og F. 
Efter ”much trial and error”  bemærker eleverne, at der for de såkaldte regulære polyedere gælder, 
 at H ‐ K + F = 2  (24). 
Eleverne er opkaldt efter bogstaver i det græske alfabet, og har gættet på, at sammenhængen gælder for alle 
polyedere. Der forsøges med modeksempler men ingen findes. Postulatet efterprøves på forskellig vis og holder 
tilsyneladende. Ideen er så, at klassen skal undersøge, om det kan lade sig gør, at bevise formodningen. 
Vi refererer Lakatos (24). 
Læreren: I sidste time nåede vi frem til et postulat omkring polyedre, nemlig at for alle polyedre gælder der, at H ‐  K + 
F = 2, hvor H er antallet af hjørner, K er antallet af kanter og F er antallet af flader. Vi testede det med forskellige 
metoder, men vi har endnu ikke bevist det. Er der nogen, der har fundet et bevis? 
Sigma: Jeg må indrømme, at jeg endnu ikke har været i stand til at give et stringent bevis for denne sætning … men 
eftersom sandheden af den er blevet fastslået i så mange tilfælde, kan der ikke være nogen tvivl om, at den gælder for 
alle figurer. Så postulatet ser ud til at være tilstrækkeligt eftervist. Men hvis du har et bevis, så vis os det endelig. 
Læreren: Faktisk har jeg et. Det består af følgende tankeeksperiment. 
Trin 1: Lad os forestille os at polyederet er hult, men en overflade lavet af et tyndt lag gummi. Hvis vi skærer en af 
siderne ud, så kan vi strække resten af overfladen ud, så den ligger fladt på tavlen uden at flå den i stykker. Fladerne 
og kanterne vil blive deformerede, kanterne bliver måske krumme, men H og K vil ikke ændre sig, så hvis H –K + F = 2 
for det oprindelige polyeder, så vil der gælde, at H – K + F = 1 for det flade netværk, for husk at vi har fjernet én flade. 
Se figur 4 for en terning som polyeder. 
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Figur 4. Illustration fra ”Proofs and Refutations”, Lakatos 1976 (24). 
Ifølge Kjeldsen: ”Der er to trin mere i lærerens tankeeksperiment: I trin 2 inddeler han alle de firkanter, som den 
udstrakte figur består af, i trekanter ved at indtegne diagonaler. I det tredje trin fjerner han så trekanterne en efter 
en. Undervejs holder han regnskab med antallet af kanter, hjørner og flader. Til sidst har læreren en trekant tilbage, 
om hvilken han konkluderer:” (1) 
Læreren: Når proceduren er slut, ender vi med én trekant, og for den er H – K + F = 1. Dermed har vi bevist vores 
formodning. 
I hvert fald en af eleverne er nu overbevist af læreren. 
Delta: Nu bør du kalde det en sætning. Det er ikke længere en formodning. 
Der er dog tvivl blandt de andre elever: 
Alfa betvivler lærerens første trin, ”I am dubious about your first step” i lærerens argument. Eksperimentet virker for 
en terning eller en tetraeder, men hvad med alle mulige andre polyeder? ”Are you sure, sir, that any polyhedron, after 
having a face removed, can be stretched flat on the blackboard?” (24) 
Beta derimod er ”dubious about your second step”. “Are you sure that in triangulating the map one will always get a 
new face for every edge?” (24) 
Trin 3 kritiseres af Gamma, som spørger: ”Are you sure that there are only two alternatives‐ the disappearance of one 
edge or else of two edges and a vertex – when one drops the triangles one by one? Are you even sure that one is left 
with a single triangle at the end of this process” (24) 
Læreren svarer da også på disse indvendinger: 
Læreren: Selvfølgelig er jeg ikke sikker ! (24) 
Alfa: Men så er vi jo værre stillet end før! I stedet for én formodning har vi nu mindst tre. Og det kalder du et bevis ! 
(24) 
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(…) 
Læreren foreslår, at vi betragter vores formodning, som vi gerne vil bevise, som et tankeeksperiment, hvortil der hører 
flere enkelte underformodninger, som kan kaldes ”lemma’er”. Han mener, at det er en fordel, for nu har vi hele tre 
muligheder for modeksempler, et til hvert lemma. 
Eleverne udtænker alle mulige forskellige modeksempler, som kunne underminere lærerens ”bevis”. De kan så deles 
op i to typer: De som læreren kalder for hhv. lokale og globale modeksempler. De lokale modeksempler modsiger et af 
lemmaerne og et globalt modeksempel modsiger selve formodningen. 
I vores tænkte situation præsenteres flere lokale modeksempler, som ikke gør, at man behøver forkaste 
hovedformodningen, men som gør, at læreren forsøger at undgå ved at ændre på sin argumentation eller sine 
definitioner, og det lader ikke til at mange elever tror på ”beviset” mere. 
Men faktisk præsenterer Alfa i den efterfølgende time et modeksempel, der både er lokalt og globalt, altså et 
modeksempel, der også er et modeksempel til hovedformodningen, Eulers polyedersætning. 
”Alpha: I have a counterexample which will falsify your first lemma – but this will also be a counterexample to the 
main conjecture, i.e. it will be a global counterexample as well” (24). 
 
Figur 5. Lakatos ”monster”, modeksempel 1, (24). 
Alfa foreslår et modeksempel, hvor han har en 2 terninger, hvor den ene ligger inden i den anden, men uden at røre 
hinanden (Se Figur 5). Det er en hul terning. 
Uanset om man fjerner en flade fra lille terning, der ligger inderst, eller fra den store terning, der ligger yderst, 
forklarer Alfa i klassen, så kan polyederet ikke strækkes ud, så det ligger fladt på tavlen. 
”Besides, for each cube V‐E+F=2, so that for the hollow cube V‐E+F=4” fortæller Alfa. (24). 
Læreren: Godt gået ! Lad os kalde det modeksempel 1. Hvad nu ? 
Gamma mener, at læreren nu bør ”overgive sig” og at ”the conjecture and its proof have completely misfired”. (24) 
Læreren giver eleverne ret i, at formodningen har fået hård kritik af Alfa’s modeksempel, men mener ikke, at beviset 
”has completely misfired”. 
Derimod mener læreren, at der er værdifulde ting at lære selv hvis beviset ikke opfylder sin planlagte opgave. 
Gamma holder fast i, at hvis der er et globalt modeksempel må beviset opgives ved ”total surrender”. 
Monsterudelukkelsesmetoden.	
Delta kommer læreren til hjælp ved at foreslå ”monster‐udelukkelsesmetoden”, som han siger: 
Delta: Men hvorfor acceptere modeksemplet? Vi beviste vores formodning – nu er det en sætning. Jeg indrømmer, at 
den støder sammen med dette såkaldte ”modeksempel”. En af dem må give sig. Men hvorfor skulle det være 
sætningen, når den nu er bevist? Det er ”kritikken”, der burde være på tilbagetog. Det er falsk kritik. Dette par af 
terninger inde i hinanden er slet ikke er et polyeder. Det er et monster, et patologisk tilfælde, ikke et modeksempel 
(23). 
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Efterfølgende diskuteres hvad der egentlig forstås ved ”polyeder”. Mest som forsøg på ”monster‐barring” 
(”monsterudelukkelsesmetoden”), det vil sige, at definere sig ud af mulige modeksempler, laves der faktisk 6 
forskellige, gradvist mere og mere restriktive definitioner på polyeder. Der kommer udvidede definitioner efterhånden 
som et eksempel, der ”håndterede” et modeksempel, selv løber ind i problemer og skal have yderligere ændret en 
definition og så videre. 
Som formuleret af T. Kjeldsen (22): 
”Ifølge Lakatos´ matematikfilosofi dannes og udvikles matematiske begreber og viden gennem sådanne processer, 
som er en vekselvirkning mellem beviser og modeksempler. Når man finder et modeksempel, går man tilbage og 
analyserer beviset og sætningen. Gennem sådanne analyser modnes formodninger og begreber, og der genereres nye 
begreber og resultater.” 
Til brug for vores projekt er det relevante, at der undervejs i erkendelsesprocessen foregår adskillige eksperimentelle 
skridt, som vist i eksemplet ovenfor.   
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Euklids	formalistik	og	eksempler	
 
Euklid	geometri	
”Euklid er forfatter af et af historiens mest kendte værker om geometri og talteori. 
Der kendes ikke meget til Euklid som person andet end at han boede i Alexandria omkring 300 B.C. og sammensatte et 
større værk om geometri, talteori og proportionalitet. 
Det menes, at Euklid primært har sammensat materiale fra blandt andet Pythagoras (og hans skole), Hippocrates af 
Chios, Theaetetus af Athens, og Eudoxus af Cnidos.” (1) 
Flere danske udtryk er benyttet inspireret af Thyra Eibes oversættelse af Heibergs græske tekst af Euklids 
Elementerne, men moderniseret til mere moderne sprog af Ib Michelsen samt Flemming Clausen, Gert Schomacker og 
Jesper Tolnø. 
Refereret fra introduktion til oversættelsen: 
Euklids vigtigste bidrag i geometrien er, at han har definitioner samt 5 aksiomer og et sæt ”almindelige begreber” og 
bygger resten af geometrien op baseret på definitioner og aksiomerne samt de ”almindelige begreber”. Måden han 
beviser propositionerne, er ved at benytte logisk deduktiv bevisførelse på forholdsvis stringent vis, dog måske ikke 
helt så stringent som i moderne matematisk bevisførelse. 
Vi vil nu gengive Euklids første 2 definitioner, aksiomer og ”almindelige begreber” for Bog 1, Geometri. Den komplette 
liste over de 23 definitioner findes i Bilag 1. De ”almindelige begreber” ville man nok i dag betegne som 
”slutningsregler”. I denne følgende tekst er aksiomerne beskrevet som ”forudsætninger”.   
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Definitioner, som eksempelvis: 
1. Et Punkt er det, som ikke kan deles. 
2. En Linie er en Længde uden Bredde. 
For definitioner 3‐21 henvises til Bilag 1. 
Forudsætninger (aksiomer): 
1. At man kan trække en ret Linie fra et hvilkensomhelst Punkt til et hvilkensomhelst 
Punkt. 
2. At man kan forlænge en begrænset ret Linie i ret Linie ud i eet. 
3. At man kan tegne en Cirkel med et hvilkensomhelst Centrum og en hvilkensomhelst 
Radius. 
4. At alle rette Vinkler ere ligestore. 
5. At, når en ret Linie skærer 2 rette Linier, og de indvendige vinkler på samme side 
ere mindre end to rette, så mødes de to Linier, når de forlænges ubegrænset, på den 
side, hvor de to vinkler ligge, der ere mindre end to rette. 
 
Almindelige Begreber (Slutningsregler): 
1. Størrelser, som ere ligestore med samme den samme, ere indbyrdes ligestore. 
2. Når ligestore Størrelser lægges til ligestore Størrelser, ere Summerne ligestore. 
3. Når ligestore Størrelser trækkes fra ligestore Størrelser, ere Resterne ligestore. 
4. Størrelser, der kunne dække hverandre, ere indbyrdes ligestore. 
5. Det hele er større end en Del af det. 
Ud fra ovenstående grundlag beviser Euklid ved hjælp af logik skridt for skridt en række geometriske sætninger. De 
første sætninger er forholdsvis enkle og jo længere vi når hen i rækkefølgen af sætninger, jo mere komplicerede bliver 
de. 
I beviset for hver sætning argumenteres der præcist ved hjælp af forudsætninger, definitioner, aksiomer og tidligere 
sætninger. 
Således skabes en sammenhængende geometri, som er det første veldokumenterede eksempel på en deduktivt 
opbygget teori. 
 
Vi vil som eksempler på Euklids metoder gennemgå Euklids sætning 1 og Sætning 2 med tilhørende beviser. 
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Sætning 1 (3). 
 
Figur 6. Euklids sætning 1 (3). 
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Euklids sætning 1: Bevis: 
Punkt A er centrum i den venstre cirkel, hvor B og C er punkter på cirkelperiferien. Derfor må AC være lig AB. B er 
centrum i den højre cirkel, hvor A og C er punkter på cirkelperiferien. Derfor må BC være lig med BA. Dvs. både CA og 
CB er lig AB. Dog gælder der ifølge slutningsregel 1: ”Størrelser, der ere ligestore med samme den samme, ere 
indbyrdes ligestore.”. Altså må CA være lig CB. Altså er alle tre linjestykker AB, CA og CB være indbyrdes lige store. 
Da de tre linjestykker CA, AB og BC er lige store, er ∆ ABC ligesidet. ∆ ABC er konstrueret på det givne linjestykke AB, 
hvilket skulle vises som Sætning 1.  
 
 
Figur 7. Euklids sætning 2 (3). 
Euklids sætning 2: Bevis: 
Punkt B er centrum i den inderste cirkel. Derfor må BC være lig BG. Punkt D er centrum i den anden cirkel, må DK være 
lig DG. På linjestykkerne DK og DG er de mindre delstykker DA og DB lige store. Derfor må resten AK være lig resten 
BG. Vi følger slutningsregel 1 endnu engang: ”Størrelser, der ere ligestore med samme den samme, ere indbyrdes 
ligestore.”. Altså må AK være lig BC.Vi har dermed ud fra det givne punkt A afsat et ret linjestykke AK, som er lig det 
givne linjestykke BC. Dette skulle vises som Sætning 2.          
Vi refererer sætning 4 samt sætning 14, 41 og 46, for at kunne vise Euklids bevis for sætning nr. 47, Pythagoras 
sætning. 
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Sætning 4: 
Når to trekanter har to sider parvis lige store og de vinkler, der indesluttes af de to lige rette linjer, lige store, så vil de 
også have grundlinjerne lige store, og de øvrige vinkler, overfor hvilke af de lige store sider ligger, vil være parvis lige 
store. 
Sætning 14: 
Når to rette linjestykker er tegnet ud fra et punkt på et ret linjestykke til hver sin side, så at vinklerne ved siden af 
hinanden til sammen er to rette, vil de to rette linjestykker ligge i forlængelse af hinanden. 
Sætning 41: 
Når et parallelogram har samme grundlinje som en trekant og ligger mellem de samme paralleller, er 
parallelogrammet dobbelt så stort som trekanten. 
Sætning 46: 
Man kan tegne et kvadrat på et givet ret linjestykke. 
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H.C.	Andersen	eksempel	
Sætning 47: 
Der gennemgås H.C. Andersens ”Formens evige Magie” (28), ud fra H. C. Andersens tegning, som er magen til Euklids 
bevis som gennemgået af Clausen et al. (3)., og kommentar af Hust, (29). 
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På den første side definerer H.C. Andersen hvad er hvad til brug for beviset. 
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Jeg har indtegnet et punkt yderligere og nogle kommentarer på en tegning. 
 
Figur 8. Min tegning med yderligere et punkt og indtegnede trekanter∆ܣܤܩ	݋݃	∆ܥܤܫ. 
H.C. Andersens første side slutter med at konkludere, at ∆ܣܤܩ	݁ݎ	݈݅݃	∆ܥܤܫ. 
Ud fra Euklids sætning 41 gælder:  Når et parallelogram har samme grundlinje som en trekant og ligger mellem de 
samme paralleller, er parallelogrammet dobbelt så stort som trekanten. 
Ud fra Euklids sætning 41 og H.C. Andersens tegning kan vi konkludere, at: 
ܽݎ݈݁ܽ	∆ܣܤܩ ൌ ½ ∙ ܽݎ݈݁ܽ	∎ܤܩܨܩ 
og ܽݎ݈݁ܽ	∆ܥܤܫ ൌ ½ ∙ ܽݎ݈݁ܽ	∎ܤܭ 
Da ∆ܣܤܩ	݁ݎ	݈݅݃	∆ܥܤܫ må firkanterne ∎ܤܩܨܩ og ∎ܤܭ være samme areal. 
H.C. Andersen henviser til, at vi følger samme metode  
og benytter	∆ܧܣܤ	݋݃	∆ܣܥܪ					 
til at vise at ∎ܣܦ	og∎ܣܭ har samme areal. 
Når det så er gjort, så har vi vist, at for arealerne gælder, at ∎ܣܦ ൅∎ܥܩ ൌ ∎ܣܫ							 
,som er Pythagoras sætning for ∆ܣܤܥ. 
 
 
Eksperimentelle og kreative skridt i Pythagoras‐beviset. 
De Pythagoras‐beviser, om jeg tidligere har arbejdet med, har været meget visuelle og logiske, specielt det ene bevis, 
som man på nær et mindre del‐bevis, hvor man netop skal benytte at vinkelsummen er 180 grader i en trekant (hvilket 
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jo så kan vises ud fra, eller svarer til parallel‐postulatet) faktisk er så visuelt, at eleverne i gymnasierne kan ”se”, at 
Pythagoras bevis passer. 
Euklids demonstration af, at to trekanters arealer er ens fordi trekanterne er ens og derefter benytte sætning 41 til at 
vise, at en parallelogram‐delmængde af ”c2‐kvadratet” har samme areal som ”a2 ‐kvadratet” og at den resterende 
parallelogram‐delmængde af ”c2‐kvadratet” har samme areal som ”b2 ‐kvadratet” og at de to kvadraters arealer lagt 
sammen giver c2‐arealet eller Pythagoras sætning, det er i mine øjne kreativt. 
Vores kilder er ikke tilstedeværende i forhold til præcis hvor ny viden et bevis for Pythagoras sætning var på Euklids 
tid, men ud fra ”creativity of connection” hvor kendte metoder bruges til at skabe ny viden, kunne man argumentere 
for, at brugen af det deduktivt‐aksiomatiske system for at underbygge fra de 5 aksiomer, diverse definitioner, sætning 
1 og hen igennem til Sætning 41, der benyttes til at bevise Pythagoras sætning, det må falde i kategorien ”et kreativt 
skridt”. 
Var gennemgangen af Euklids bevis bag H.C. Andersens digt velkendt på Euklids tid eller var det ny udviklet 
matematisk viden? Tilstedeværelsen af det kreative i forhold til beviset ude af kontekst med hele det deduktivt‐
aksiomatiske apparat må komme meget an på, om det var almen viden eller ej. 
Var Euklids bevis for Pythagoras almen viden, så er der jo ikke noget specielt kreativt eller nyudviklende over det, men 
var det ikke almen viden eller blev beviset lavet på en ny og anderledes måde end tidligere, så vil der som minimum 
være ”creativity of connection” over det. 
H.C. Andersen benytter jo også udtryk som ”og det er intet Træf”, altså ”det er ikke tilfældigt”, og ”Pas paa!” for 
dramatisk effekt samt ”ja, løst, beviist. Du store trylleri” som magiske skridt. Fra ”Pas paa!” til ”Du store trylleri” er jo 
faktisk fra Brugen af sætning 41 og frem til delarealerne af c2 arealet og til Pythagoras sætning. Så H.C. Andersen 
understreger med ord de dele af beviset, om jeg ville beskrive som de kreative skridt. 
Hanna (21) giver udtryk for, at beviser ikke kun er at betragte som funktionelle når de har opfyldt alle aksiomatiske 
regler og er korrekte, men har mange forskellige funktioner, såsom denne liste i (21): 
 
H. C. Andersens digt går videre end Euklids bevis, ikke i forhold til det første punkt, ”verification” men i meget højere 
grad i forhold til ”explanation” og ”communication”, hvor H.C. Andersen skriver nogle understregende ord for at 
lægge vægt på, at lige præcis her sker der noget interessant, pudsigt eller ”magisk”. 
Vi kunne godt forestille os, at benytte H.C. Andersens digt som udgangspunkt for et gymnasialt forløb om deduktive 
beviser. Man kunne gennemgå Euklids aksiomatiske formalistik ud fra for eksempel de første to sætninger og så 
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springe videre til sætning 41 og ud fra disse informationer se om eleverne/kursisterne kunne afkode H. C. Andersens 
digt som en gennemgang af et Pythagoras bevis. 
Det er også relevant om det er Euklids bevis på Euklids tid eller Euklids bevis på H.C. Andersens tid, der skal vurderes 
som værende kreativt. 
På H.C. Andersens tid var matematik‐undervisning i meget høj grad baseret på geometri, så hvis de fleste 
elever/studerende kendte lige præcis dette bevis vil det ikke falde i kategorien ”kreativt”, specielt ikke i forhold til, at 
det har eksisteret i over 2000 år på dette tidspunkt. 
Som Hanna giver udtryk i forhold til bevisers roller og funktioner (21): 
 
64/106 
 
Euklid danner skole for den deduktive bevisførelse og den aksiomatiske matematik. 
Alle kreative og innovative processer, der er foretaget for at komme frem til beviset, er forsvundet undervejs. 
Opsummering og delkonklusion fra Euklid: 
 Det er ikke processen men produktet der har dannet skole. 
 Processerne til udvikling af matematikken er forsvundet fra beviset. 
 Der er kun det meget ”stringente og kedelige” tilbage. 
Der er ikke ifølge vores definitioner dokumenterbar tilstedeværelse af eksperimentelle skridt i Euklids beviser. 
Det kan ikke dokumenteres, men vi kunne godt have en idé om, at der er foregået et mere konkret eksperimentelt 
skridt. Det er jo påfaldende, at Euklid netop lægger vægt på, at alt skal kunne laves ved hjælp af passer og lineal, hvis 
der ikke er et praktisk element i at skulle kunne afprøve beviserne. 
Dog vil vi mene, at da selve konceptet med en deduktiv bevisførelse og aksiomatisk matematik er nyudviklet af Euklid, 
så vidt vides, så er der gennem ”creativity of research” et kreativt skridt i hele opbygningen af Euklids værk, da ingen 
andre har opbygget et sådant system før Euklid. 
Alternativt kunne man også argumentere, at Euklid har benyttet tilstedeværende informationer og beviser til at 
opbygge sit eget system ud fra og dermed kunne der argumenteres for en større grad af  ”creativity of connection” 
end ”creativity of research”. 
Der er desværre ingen pålidelige samtidige kilder at kunne benytte som reference, men der er nok ingen tvivl om den 
store ”creativity of research” i selve formalistikken. 
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Case	med	C.F.	Gauss	
Matematikeren og astronomen Carl Friedrich Gauss (1777‐1855) var ifølge Kehlmann en hjemmefødning, der hadede 
at rejse, og i det hele taget undgik fysiske udfordringer, (30). Hans matematiske geni udfoldede sig allerede som 10‐
årig ifølge Bühler, (31). 
Ifølge Bühler (31) kunne historier om Gauss’ matematiske geni som barn dog godt være sat i verden af Gauss selv. 
Ifølge Bühler er situationen den, at ”many of these anecdotes cannot be substantiated, nor are they of serious 
interest”. Bühler selv åbner i en fodnote for, at historierne kunne være fri fantasi, selv hvis historierne kan føres 
tilbage til Gauss selv. 
Gauss blev berømt som ung, blandt andet ud fra en matematisk afhandling om konstruktion af en 17‐kant. (32).  
Ifølge May menes Gauss som barn at have demonstreret matematisk geni  (som i for sksempel anekdoten med 
summen af tallene 1 til 100). Dog beskriver May Gauss som person på følgende måde: ”Those who admired Gauss 
most and knew him best found him cold and uncommunicative” (33). 
Traditionelt fremhæves Gauss som den, der om nogen eksperimenterede sig frem (34) s.3. 
Som formuleret af Devlin, 2009: “In fact, Gauss was very clearly an "experimental mathematician" of the first order. 
For example, his analysis ‐ while still a child ‐ of the density of prime numbers, led him to formulate what is now 
known as the Prime Number Theorem, a result not proved conclusively until 1896, more than 100 years after the 
young genius made his experimental discovery.” (34) s. 3. 
Eksperimenter har altid været og vil i stigende grad være en vigtig metode for matematiske opdagelser (19), s. 2‐7. 
Gauss måde at nå frem til matematiske sandheder var gennem systematisk eksperimenter som beskrevet af K.O May 
(33): 
“Extensive calculations and observation of the results, often recorded in tables, had led him to an intimate 
acquaintance with individual numbers and to generalizations that he used to extend his calculating ability. Already his 
lifelong heuristic pattern had been set: extensive empirical investigation leading to conjectures and new insights that 
guided further experiment and observation. By such means he had already independently discovered Bode’s law of 
planetary distances, the binomial theorem for rational exponents, and the arithmetic‐geometric mean.” 
Altså, på dansk påstår May at allerede ved start i Gymnasiet (Brunswick Collegium Carolinum i 1792) var Gauss 
livslange mønster fastlagt: ”Udførlige empiriske undersøgelser der fører til postulater og nye indsigter, der fører til 
yderligere eksperimenter og observationer.” 
Denne tendens bliver skjult af den formalistiske tradition indenfor den matematiske verden ”kun” at præsentere 
elegante, smukt afrundede beviser samt strengt definerede resultater. 
Gauss udtaler selv omkring bevisførelse (i 1817): 
“It is characteristic of higher arithmetic that many of its most beautiful theorems can be discovered by induction with 
the greatest of ease but have proofs that lie anywhere but near at hand and are often found only after many fruitless 
investigations with the aid of deep analysis and lucky combinations. This significant phenomenon arises from the 
wonderful concatenation of different teachings of this branch of mathematics, and from this it often happens that 
many theorems, whose proof for years was sought in vain, are later proved in many different ways. As soon as a new 
result is discovered by induction, one must consider as the first requirement the finding of a proof by any possible 
means. But after such good fortune, one must not in higher arithmetic consider the investigation closed or view the 
search for other proofs as a superfluous luxury. For sometimes one does not at first come upon the most beautiful and 
simplest proof, and then it is just the insight into the wonderful concatenation of truth in higher arithmetic that is the 
chief attraction for study and often leads to the discovery of new truths. For these reasons the finding of new proofs 
for known truths is often at least as important as the discovery itself [Werke, II, 159–160].” (36). 
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Før vi kan fordybe os i en case er det vigtigt at definere den aritmetisk‐geometriske middelværdi af to tal a og b som 
den fælles grænseværdi af de to sekvenser ሼܽ௡ሽ௡ୀ଴ஶ  og ሼܾ௡ሽ௡ୀ଴ஶ  ud fra den følgende algoritme: 
(0.1) Skridt 1 ቄ ܽ଴ ൌ ܽܽ௡ାଵ ൌ ሺܽ௡ ൅ ܾ௡ሻ/2  ൜
ܾ଴ ൌ ܾ
ܾ௡ାଵ ൌ ሺܽ௡ܾ௡ሻ½  ݊ ൌ 0,1,2, … 
ܽଵ er den aritmetiske middelværdi af ܽ଴ og ܾ଴, dvs. gennemsnittet af ܽ଴ og ܾ଴. 
ܾଵ er den geometriske middelværdi af ܽ଴ og ܾ଴, dvs kvadratroden af produktet af ܽ଴ og ܾ଴. 
ܽଶ er den aritmetiske middelværdi af ܽଵ og ܾଵ, ܾଶ er den geometriske middelværdi af ܽଵ og ܾଵ, og så fremdeles. 
Grænseværdien 
(0.2) Skridt 2 M(a,b)=lim௡→ஶ ܽ௡=lim௡→ஶ ܾ௡ 
kaldes  for ”the arithmetic‐geometric mean”, det aritmetiske‐geometriske gennemsnit eller agm, oprindeligt skrevet 
agM af Gauss. (70), s. 1. 
Algoritmen er opfundet af Lagrange men det er Gauss, der er mest kendt for sit arbejde med agm. 
Vi ser på David A. Cox’ (63) gennemgang af det aritmetiske‐geometriske gennemsnit M(a,b) for a,b positive reelle tal. 
Skirdt  3  Vi  formoder,  at  a ൒ b  >  0  og ሼܽ௡ሽ௡ୀ଴ஶ  og ሼܾ௡ሽ௡ୀ଴ஶ  er  som  defineret  i  (0.1),  hvor   ܾ௡ାଵ er  lig  den  positive 
kvadratrod af ܽ௡ܾ௡. 
Uligheden mellem det aritmetiske gennemsnit og geometriske gennemsnit 
Skirdt 4 ௔೙ା௕೙ଶ 	൒ 	 ሺܽ௡ܾ௡ሻ½ 
medfører umiddelbart, at ܽ௡ ൒ ܾ௡ for alle ݊ ൒ 0. 
Yderligere gælder 
(1.1) Skridt 5 ܽ ൒ ܽଵ ൒ ܽଶ ൒ ⋯ ൒ ܽ௡ ൒ ܽ௡ାଵ ൒ ܾ௡ାଵ ൒ ܾ௡ ൒ ⋯ ൒ ܾଵ ൒	 ܾ 
(1.2) Skridt 6 0 ൑ ܽ௡ െ ܾ௡ ൑ 2ି௡ሺܽ െ ܾሻ 
Bevis for (1.1): 
Skridt 7  ܽ௡ ൒ ܾ௡ og ܽ௡ାଵ ൒ ܾ௡ାଵ medfører 
Skridt 8  ܽ௡ ൒ ௔೙ା௕೙ଶ ൌ ܽ௡ାଵ ൒ ܾ௡ାଵ ൌ ሺܽ௡ܾ௡ሻ½ ൒ ܾ௡ hvoraf (1.1) følger. 
Da ܾ௡ାଵ ൒ ܾ௡ fås 
Skridt 9  ܽ௡ାଵ െ ܾ௡ାଵ ൑ ܽ௡ାଵ െ ܾ௡ ൌ 2ିଵሺܽ௡ െ ܾ௡ሻ 
(1.2) Skridt 10 Følger ved induktion. 
Ud fra (1.1) ses at grænseværdierne for ܽ௡ og  ܾ௡ eksisterer og (1.2) antyder at grænseværdierne er ens. 
Således defineres ud fra (0.2) det aritmetiske‐geometriske gennemsnit M(a,b) af a og b. 
Vi ser på et eksempel, som også er relevant da Gauss beregnede præcis dette eksempel i hånden. 
Skridt 11 Eksempel 1: M(√2 , 1)=1,1981402347355922074 
n  an  bn 
0  1,414213562373905048802  1,000000000000000000000 
1  1,207106781196547524401  1,189207115002721066717 
2  1,198156948094634295559  1,198123521493120122607 
3  1,198140234793877209083  1,198140234677307205798 
4  1,198140234735592207441  1,198140234735592207439 
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Ovenstående  tabel  er  gengivet  i  skriftet  ”De  origine  proprietatibusque  generalibus  numerorum  mediorum 
arithmetico‐geometricorum” skrevet af Gauss i 1800. (39) 
Der gælder følgende 2 indlysende egenskaber for agm: 
(1.3) Skridt 12 ൜ܯሺܽ, ܾሻ ൌ ܯሺܽଵ, ܾଵሻ ൌ ܯሺܽଶ, ܾଶሻ ൌ ⋯ܯሺ߬ܽ, ܾ߬ሻ ൌ ߬ܯሺܽ, ܾሻ  
Gauss benyttede sin egen notation for det følgende i det 18. århundrede kendte integrale: 
Skridt 13    ෥߱ ൌ ׬ ሺ1 െ ݖସሻି½ଵ଴ ݀ݖ 
 
Vi har udvalgt en case hvor beviset er offentliggjort  i 1818 hvor Gauss oprindeligt  i 1797 så på  integral‐tabeller  fra 
James Stirling og opdagede at den reciprokke værdi af  
Skridt 14    ଶగ ׬ ݀ݐ/√1 െ ݐସ
ଵ
଴  
svarede til den numeriske værdi af det aritmetisk‐geometrisk gennemsnit af M(√2,1) på elvte decimal (37), dvs. 
tilsyneladende gælder følgende; 
Skridt 15    ଵ୑ሺ√ଶ,ଵሻ	 ൌ
ଶ
గ ׬ ݀ݐ/√1 െ ݐସ
ଵ
଴  
Gauss beskriver det således den 30. maj 1799 i sin matematiske dagbog: 
“Terminum medium arithmeticum‐geometricum enter 1 et √2 esse గఠ෥  usque ad figuram undecimam comprobavimus, 
quare demonstrata prorsus novus campus in analysi certo aperietur” 
Den engelske oversættelse: 
”We have established that the arithmetic‐geometric mean between 1 and √2 is గఠ෥  to the eleventh decimal place; the 
demonstration of this fact will surely open an entirely new field of analysis.” 
For at kunne uddybe Gauss’ bevis for ovenstående vil vi gennemgå beviset af følgende Theorem: 
Theorem (1.1) 
For ܽ ൒ ܾ ൐ 0	gælder: 
Skridt 16    ܯሺܽ, ܾሻ ∙ ׬ ሺܽଶܿ݋ݏଶ߮ ൅ ܾଶݏ݅݊ଶ߮ሻି½݀߮
ഏ
మ଴ ൌ గଶ 
Bevis: Lad I(a,b) være ovenstående integrale, altså 
Skridt 17    ܫሺܽ, ܾሻ ൌ ׬ ሺܽଶܿ݋ݏଶ߮ ൅ ܾଶݏ݅݊ଶ߮ሻି½݀߮
ഏ
మ଴  
Skridt 18 Og lad ߤ ൌ ܯሺܽ, ܾሻ. 
Skridt 19 Ergo skal vi bevise, at  ܫሺܽ, ܾሻ ൌ ሺగଶሻߤିଵ 
Et vigtigt skridt er at vise, at  
(1.4) Skridt 20 ܫሺܽ, ܾሻ ൌ ܫሺܽଵ, ܾଵሻ 
Gauss beviser (1.4) som følger, hvor han introducerer en ny variabel ߮ᇱsom følger: 
(1.5) Skridt 21 sin߮ ൌ ଶ௔ ୱ୧୬ఝᇲ௔ା௕ାሺ௔ି௕ሻ௦௜௡మఝᇲ 
Skridt 22 Bemærk at 0 ൑ ߮ ൑ గଶ svarer til 0 ൑ ߮ᇱ ൑
గ
ଶ. Gauss skriver, at ”nachdem der Entwicklung korrekt gemacht 
worden ist” ses det at 
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(1.6) Skridt 23 ሺܽଶܿ݋ݏଶ߮ ൅ ܾଶݏ݅݊ଶ߮ሻି½݀߮ ൌ ሺܽଵଶܿ݋ݏଶ߮ᇱ ൅ ܾଵଶݏ݅݊ଶ߮ᇱሻି½݀߮ᇱ 
Fra (39). 
Givet (1.6) følger (1.4). 
Jacobi uddyber nogle detaljer som Gauss udelod. 
Se Jacobis ”Fundamenta nova theoriae functionum elliptoricum”, (66), I, s. 152 
Skridt 24 Først bevises at 
cos߮ ൌ 2 cos߮
ᇱ ሺܽଵଶܿ݋ݏଶ߮ᇱ ൅ ܾଵଶݏ݅݊ଶ߮ᇱሻ½
ܽ ൅ ܾ ൅ ሺܽ െ ܾሻݏ݅݊ଶ߮ᇱ  
 
ሺܽଵଶܿ݋ݏଶ߮ᇱ ൅ ܾଵଶݏ݅݊ଶ߮ᇱሻ½ ൌ ܽ ܽ ൅ ܾ െ ሺܽ െ ܾሻݏ݅݊
ଶ߮ᇱ
ܽ ൅ ܾ ൅ ሺܽ െ ܾሻݏ݅݊ଶ߮ᇱ 
(1.6) følger af ovenstående ved at differentiere (1.5) 
Skridt 25 Vi itererer (1.4) som følger: 
  ܫሺܽ, ܾሻ ൌ ܫሺܽଵ, ܾଵሻ ൌ ܫሺܽଶ, ܾଶሻ ൌ ⋯ 
Skridt 26 Således at ܫሺܽ, ܾሻ ൌ 	 lim௡→ஶ ܫሺܽ௡, ܾ௡ሻ ൌ గଶఓ da funktionen 
ሺܽ௡ଶܿ݋ݏଶ߮ᇱ ൅ ܾ௡ଶݏ݅݊ଶ߮ᇱሻି½ 
Skridt 27 Konvergerer mod den konstante funktion ߤିଵ      QED 
Ovenstående Theorem 1.1 har en forbindelse til elliptiske integraler udtrykt som følger: 
Skridt 28  ܨ ቀ݇, గଶቁ ൌ ׬ ሺ
ഏ
మ଴ 1 െ ݇ଶݏ݅݊ଶ߮ሻି½݀߮ ൌ ׬ ሺሺ1 െ ݖଶሻሺ1 െ ݇ଶݖଶሻି½݀ݖ
ଵ
଴   
Skridt 29 For at vise ovenstående sættes ݇ ൌ ௔ି௕௔ା௕. Heraf fås: 
Skridt 30  ܫሺܽ, ܾሻ ൌ ܽିଵܨ ቀଶ√௞ଵା௞ ,
గ
ଶቁ , ሺܽଵ, ܾଵሻ ൌ ܽଵି ଵܨሺ݇,
గ
ଶሻ 
Skridt 31 Således at (1.4) svarer  
til den velkendte formel 
	ܨ ቆ 2√݇1 ൅ ݇ ,
ߨ
2ቇ ൌ ሺ1 ൅ ݇ሻܨሺ݇,
ߨ
2ሻ 
Fra (67), s. 250 & (68), s. 908 
Skridt 32 Substitutionen (1.5) kan også skrives på følgende måde: 
sin߮ ൌ ሺ1 ൅ ݇ሻ sin߮
ᇱ
1 ൅ ݇ݏ݅݊ଶ߮ᇱ  
I dag kaldet en Gauss transformation (69), s. 206 
Andre måder at skrive Theorem 1.1 på: 
For 0 ൑ ݇ ൏ 1	kan Theorem (1.1) omskrives således: 
(1.7) Skridt 33  ଵெሺଵା,ଵି௞ሻ ൌ
ଶ
గ ׬ ሺ1 െ ݇ଶݏ݅݊ଶߛሻି½݀ߛ ൌ
ଶ
గ
ഏ
మ଴ ܨሺ݇, గଶሻ 
Benytter vi en kendt potens række udvikling for ܨሺ݇, గଶሻ (67), s. 905 fås 
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(1.8) Skridt 34  ଵெሺଵା,ଵି௞ሻ ൌ෍ ቀ
ଵ∗ଷ∗	…	∗ሺଶ௡ିଵሻ
ଶ೙∗	௡! ቁ
ଶ ∗ ݇ଶ௡
ஶ
௡ୀ଴
 
Det er ”customary” (65) at sætte k’=√1 െ ݇ଶ og benytte (1.3) til at omskrive (1.7) til 
(1.9) Skridt 35  ଵெሺଵ,௞ᇲሻ ൌ
ଶ
గ ׬ ሺ1 െ ݇ଶݏ݅݊ଶߛሻି½݀ߛ
ഏ
మ଴  
Ovenstående blev bevist af Gauss i 1799 (38). Lemniscate funktionen f (t) = 1/√1 െ ݐସ tilhører 3., 4. gradspolynomier 
af typen f (x) = 1/ඥp	ሺxሻ. Gauss viste i 1799 (39) sammenhæng mellem M(√2,1) og den halve længde af Lemniscaten, 
hvor han betragtede identiteten: 
Skridt  36   ܯቀ1	 ൅	 ଶ௧ଵା௧మ , 1 െ	
ଶ௧
ଵା௧మ		ቁ ൌ 	
ଵ
ଵା௧మ 	ܯሺሺ1 ൅ ݐሻଶ, ሺ1 െ ݐଶሻ 
Derefter formoder han at der er en potensrække som følger: 
Skridt 37  ଵெሺଵା,ଵି௞ሻ ൌ 1 ൅ ܣ݇ଶ ൅ 	ܤ݇ସ ൅ 	ܥ݇଺ ൅⋯ 
Vi vil nu gengive hvordan Gauss nåede frem til ovenstående og regne videre derfra ud fra Gauss matematiske dagbog 
(70), hvor Gauss har nedskrevet et bevis i løbet af år 1800, som kunne være det bevis, Gauss henviser til da han den 23. 
december 1799 skriver: 
”Medium Arithmetico‐Geometricum ipsum est quantitas integralis ‐ Dem[onstratum]” 
”Det aritmetiske‐geometriske gennemsnit er i sig selv en integral størrelse ‐ Bevist !” 
Ser vi tilbage på Skridt 37 gælder der, at da M(1+k, 1‐k) er lige, har potensrækken kun led med lige potenser af k. 
Før Gauss nåede så langt som til Skridt 37 gjorde han sig ifølge Langton (70) og Gauss matematiske dagbog sig 
følgende overvejelser: 
Skridt 38 Vi går ud fra, at ܽ ൒ ܾ ൐ 0. 
Skridt 39: Kan vi arbejde os baglæns gennem agm iterationen? 
Skridt 40: Kan vi finde ߙ ൒ ߚ ൐ 0	 hvor ߙ ൌ ሺߙ ൅ ߚሻ/2 og ߚ ൌ ඥߙߚ 
Skridt 41: Tilsvarende gælder, at 2ܽ ൌ ߙ ൅ ߚ og ߚଶ ൌ ߙߚ sådan at 		og ߚ er løsninger til andengradsligningen: 
Skridt 42: ݇ଶ െ 2ܽ݇ ൅ ܾଶ ൌ 0 
Skridt 43: Nu har vi ߙ ൌ ܽ ൅ √ܽଶ െ ܾଶ og  ൌ ܽ െ √ܽଶ െ ܾଶ 
Gauss ser ifølge (70) nu på det symmetriske udtryk M(1+k, 1‐k) for 0 ൑ ݇ ൏ 1. Pga homogenitet haves: 
Skridt 44: 
ܯሺ1 ൅ ݇, 1 െ ݇ሻ ൌ ሺ1 ൅ ݇ሻܯሺ1, 1 െ ݇1 ൅ ݇ሻ 
Skridt 45: Bemærk at 1 െ ቀଵି௞ଵା௞ቁ
ଶ ൌ ସ௞ሺଵା௞ሻమ  
Således at: Skridt 46:   ܯሺ1 ൅ ݇, 1 െ ݇ሻ ൌ ሺ1 ൅ ݇ሻܯሺ1, ଵି௞ଵା௞ሻ 
(A) Skridt 47:  ܯሺ1 ൅ ݇, 1 െ ݇ሻ ൌ ሺ1 ൅ ݇ሻܯሺ1 ൅ ଶ√௞ଵା௞ , 1 െ
ଶ√௞
ଵା௞ሻ 
I forhold til at regne med den inverse værdi har det i hvert fald den effekt, at lemniscate integralet havner i tælleren 
på  højre  side  og  ikke  i  nævneren.  Dette  er  jo  også  logisk  i  forhold  til,  at  Gauss  netop  havde  bemærket  at  den 
reciprokke værdi af  
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2
ߨන ݀ݐ/ඥ1 െ ݐ
ସ
ଵ
଴
 
svarede til den numeriske værdi af det aritmetisk‐geometrisk gennemsnit M(√2,1) på elvte decimal 
Ved at benytte komplekse variable viser Borwein& Borwein (4)  at (M(1+k, 1‐k))‐1 er en analytisk funktion af k, som 
Gauss jo netop formodede. 
Hvordan fortsatte Gauss så? 
Han forudsætter, at (M(1+k, 1‐k))‐1 kan udtrykkes som en potens‐række som skrevet i Skridt 37. 
Derefter benytter han ligheden (A) til at opskrive en tilsvarende lighed men jeg omskriver til Langtons notation (70): 
Skridt 48:     1 ൅ ݀ଵ݇ଶ ൅	݀ଶ݇ସ ൅	݀ଷ݇଺ ൅⋯ ൌ	 ଵଵା௞ ൅ ݀ଵ
ሺଶඥ௞ሻమ
ሺଵା௞ሻయ ൅	݀ଶ
ሺଶඥ௞ሻర
ሺଵା௞ሻఱ ൅	݀ଷ
ሺଶඥ௞ሻల
ሺଵା௞ሻళ ൅ ⋯ 
Ideen er at benytte denne identitet til at bestemme koefficienterne ݀௡ 
For at forenkle vores ligninger ganger vi rødderne ud (hver rod er opløftet i en lige potens) og erstatter k med ‐k. 
Skridt 49:  1 ൅ ݀ଵ݇ଶ ൅	݀ଶ݇ସ ൅	݀ଷ݇଺ ൅ ⋯ ൌ	 ଵଵି௞ െ
ଶమௗభ௞
ሺଵି௞ሻయ ൅	
ଶరௗమ௞మ
ሺଵି௞ሻఱ െ	
ଶలௗయ௞ర
ሺଵି௞ሻళ ൅ ⋯൅ ሺെ1ሻ௡
ଶమ೙ௗ೙௞೙
ሺଵି௞ሻమ೙శభ 
 
 
Nu kan vi benytte Newton’s binomial serie: 
Skridt 50: 
ሺ1 െ ݔሻି௠ ൌ෍ቀെ݈݉ ቁ
ஶ
௟ୀ଴
ሺെ1ሻ௟ݔ௟ ൌ෍݉
௟̅
݈	!
ஶ
௟ୀ଴
ݔ௟ ൌ෍൬݉ ൅ ݈ െ 1݈ ൰
ஶ
௟ୀ଴
ݔ௟ 
Iflølge (70) er ݉௟̅ ൌ ݉ሺ݉ ൅ 1ሻ ∙∙∙ ሺ݉ ൅ ݈ െ 1ሻ som er ”the rising factorial power”. 
Skridt 51: Nu har vi så en potensrække på begge sider, hvor koefficienterne for hver ݇௡ må være ens på begge sider. 
Vi sætter d0 = 1. 
På VS har vi koefficienterne: ൜݀௡ ଶൗ 			݄ݒ݅ݏ	݊	݁ݎ	݈݅݃݁0							݄ݒ݅ݏ	݊	݁ݎ	ݑ݈݅݃݁ 
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På HS har vi (70): 
Skridt 51: 
 
Gauss isolerer d1, d2 osv. og bemærker et mønster, som vist i Skridt 54 nedenfor. 
Skridt 52: Substitueres hhv. k = t2 og k =  ଶ௧ଵା௧మ får vi 2 rækker, som indsættes i ovenstående identitet: 
ሺ1 ൅ ݐଶሻሺ1 ൅ ܣݐସ ൅ ܤݐ଼ ൅ ܥݐଵଶ ൅ ⋯ሻ ൌ 1 ൅ ܣ ൬ 2ݐ1 ൅ ݐଶ൰
ଶ
൅ 	ܤ ൬ 2ݐ1 ൅ ݐଶ൰
ସ
൅ 	ܥ ൬ 2ݐ1 ൅ ݐଶ൰
଺
൅⋯ 
Skridt 53: Herefter multipliceres med   ଶ௧ଵା௧మ  
ଶ௧
ଵା௧మ ൅ ܣ ቀ
ଶ௧
ଵା௧మቁ
ଷ ൅ 	ܤ ቀ ଶ௧ଵା௧మቁ
ହ ൅ 	ܥ ቀ ଶ௧ଵା௧మቁ
଻ ൅ ⋯ = 2tሺ1 ൅ ܣݐସ ൅ ܤݐ଼ ൅ ܥݐଵଶ ൅ ⋯ሻ 
Gauss så nu at han kunne sammenstille de forskellige koefficienter af værdien t og bestemte herefter flg. værdier: 
Skridt 54: A = ቀଵଶቁ
ଶ
, B = ቀଵ∗ଷ	ଶ∗ସቁ
ଶ
, C = ቀଵ∗ଷ∗ହ	ଶ∗ସ∗଺ቁ
ଶ
, … 
På baggrund af det indså han flg. 
 Skridt 55: 
ଵ
ெሺଵା,ଵି௞ሻ ൌ 1 ൅ ܣ݇ଶ ൅ 	ܤ݇ସ ൅ 	ܥ݇଺ ൅ ⋯ ൌ෍ ቀ
ଵ∗ଷ∗	…	∗ሺଶ௡ିଵሻ	
ଶ∙ସ∙଺∙∙∙ଶ௡ ቁ
ଶ ∗ ݇ଶ௡
ஶ
௡ୀ଴
 
Gauss har også lavet et bevis for at ovenstående formel, som han jo empirisk har bestemt, er korrekt. Jeg vil undlade 
at fordybe mig i det hos Langton (70) 3 sider lange bevis. 
Fra det elliptiske integral så Gauss at han kunne udvide i en potensrække, derefter integrerede han og kom derefter til 
følgende: 
Skridt 56: 
ܨሺ݇ሻ ൌ න ሺ 1ඥ1 െ ݇ଶݏ݅݊ଶ߮	ሻ݀߮
గ/ଶ
଴
ൌ෎൬1 ∗ 3 ∗	…	∗ ሺ2݊ െ 1ሻ	2 ∙ 4 ∙ 6 ∙∙∙ 2݊ ൰
ଶ
∗ ݇ଶ௡
ஶ
௡ୀ଴
න ݏ݅݊ଶ௡	߮݀߮
గ/ଶ
଴
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Herefter fås udtrykket; 
Skridt 57: 
ܨሺ݇ሻ ൌ න 1ඥ1 െ ݇ଶݏ݅݊ଶ߮ 	݀߮
గ/ଶ
଴
ൌ ߨ2෎൬
1 ∗ 3 ∗	…	∗ ሺ2݊ െ 1ሻ	
2 ∙ 4 ∙ 6 ∙∙∙ 2݊ ൰
ଶ
∗ ݇ଶ௡
ஶ
௡ୀ଴
 
Ved at se på ovenstående samt at inddrage  ଵெሺଵା௞,ଵି௞ሻ havde Gauss nu en direkte sammenhæng mellem det 
aritmetiske geometriske gennemsnit samt det elliptiske integrale.  
Skridt 59: 
1
ܯሺ1 ൅ ݇, 1 െ ݇ሻ ∗ 	
ߨ
2 ൌ 	න 	1/ඥ1 െ ݇ଶݏ݅݊ଶ߮
గ/ଶ
଴
݀߮ 
Ved substitution fås; 
Skridt 60: 
1
Mሺ√2,1ሻ	 ൌ
2
ߨන ݀ݐ/ඥ1 െ ݐ
ସ
ଵ
଴
 
Her kunne Gauss efterfølgende se sammenhæng imellem Mሺ√2,1ሻ og det halve af Lemniscaten. 
Identifikation	af	de	eksperimentelle	og	kreative	skridt	i	Gauss	case	
 
Eksperimentelle skridt i Gauss case: 
Skridt 14 & 15: Både det umiddelbare ved ”trial‐and error” og en imponerende hukommelse at se to tal‐værdier, der 
virker ens, som begge falder i tilfælde 1 og tilfælde 2 af Borwein & Baileys ”Roles for computation”. Tilfælde 1 
er ”Gaining insight and intuition, or just knowledge”, hvor “insight” og ”knowledge” er meget betegnende i forhold til 
at opdage/observere to ens talstørrelser fra to forskellige sammenhænge, som giver indsigt i ligheden samt viden om 
denne lighed. 
I forhold til Tilfælde 2 ”Discovering new facts, patterns and relationships” har Gauss i hvert fald opdaget nye fakta. Om 
der er en ”pattern” og et ”relationship” er jo så det Gauss arbejder på at vise i sit bevis. 
 
Både dette valg og det efterfølgende valg af ܯቀ1	 ൅	 ଶ௧ଵା௧మ , 1 െ	
ଶ௧
ଵା௧మ		ቁ giver formler, der efterfølgende kan omskrives 
til en potensrække med ”praktiske” koefficienter 
OG ikke mindst fordi Gauss havde en overbevisning om, at der var en sammenhæng, så er der også eksperimentelle 
skridt i at formode at udtrykket kunne skrives som en potensrække og afprøve denne delhypotese i forhold til 
Definition 1 for at få en delsucces i rejsen mod det komplette bevis, som beskrevet nedenfor. 
Skridt 46‐47 Flere eksperimentelle skridt: At benytte en kombination af parametere for M, der hedder 1+k og 1‐k giver 
nogle formler, der er hensigtsmæssige at regne med i forbindelse med næste skridt.  Ifølge Gauss’ matematiske 
dagbog ((70), s. 2), forsøgte han først at regne med M(1,k) for a finde et system i en mulig potens‐række men uden at 
det lykkedes. Så i forhold til valget af M(1+k, 1‐k) er der tydelige eksperimentelle skridt i forhold til at der er forsøgt 
andre alternative metoder før valget af M(1+k, 1‐k) ifølge Definition 1. 
Skridt 53‐55: Ovenstående er jo netop et eksempel på Tilfælde 2 ”Discovering new facts, patterns and relationships. 
Man ser en sammenhæng og forsøger at bevise/generalisere den. Dette harmonerer godt med Poppers ideer om 
eksperimenters rolle i den videnskabelige proces (19) samt Kants ideer om at den moderne naturvidenskab opstod i 
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forhold til at lave forsøg for at skaffe empirisk data om verden i overensstemmelse med ens teori eller hypotese, for 
eksempel for Galilei som beskrevet af Popper (53). 
Kreative skridt i Gauss case: 
Skridt 14/15: Ifølge Gauss selv må dette have været et kreativt skridt i hans arbejde siden det var så betydningsfuldt at 
det vil ”prorsus novus campus in analysi certo aperitur” ”surely open an entirely new field of analysis.” 
Gauss havde jo en høj mening om sin egen betydning men for det første havde han set en sammenhæng, som andre 
nok ikke havde bemærket. Hvis ingen før havde bemærket det er der et aspekt af ny matematisk viden allerede her. 
Yderligere laver Gauss jo så også et bevis for denne sammenhæng, som kobler en værdien af en iterativ funktion 
sammen men værdien af integralet af en elliptisk funktion, som faktisk er buelængden af en elliptisk funktion 
lemniscaten (65), så hele beviset som sådan er ny viden og dermed kreativt. 
Er det så ”creativity of connection” eller ”creativity of research”? Bygger beviset på nye anvendelser af eksisterende 
metoder eller eksisterende viden eller er det i højere grad helt ny idéudvikling? 
Lagrange opfandt agm og det elliptiske integrale er også kendt, men Gauss laver mange nye beregninger og beviser, 
som baserer sig på kendte teknikker, men benyttet på nye måder, så Gauss udfolder både ”creativity of connection” 
samt ”creativity of research”. 
Alle nye beregninger og beviser er per definition kreative fordi de er nye. Med ”nye” menes ikke tidligere foretaget 
eller ikke tidligere foretaget på præcis denne måde. 
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Huygens	case	med	eksperimentelle	skridt	
Christiaan Huygens var hollandsk matematiker, fysiker, astronom og urmager, 14. april 1629 – 8. juli 1695. 
 
 
  
Figur 9a. Fjeder‐drevet pendul‐ur, designet af Huygens og bygget af instrumentmager Salomon Coster (1657) og 
manuskriptet Horologium Oscillatorium (45). 
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Cykloiden	
Vi henviser til definitionen på en cykloide som ”the curve traced out by a point on the circumference of a circle, called 
the generating circle, which rolls along a straight line without slipping.” Se Figur 9b (40). 
Figur 9b. Cykloiden. 
Marin Mersenne arbejdede med cykloiden og bemærkede, at afstanden på basislinjen mellem to på hinanden 
følgende knæk er lig med omkredsen på den genererende cirkel. 
Mersenne mente, at kurven var en semiellipse. Det er tæt på sandheden, som ses af Figur 10. 
 
Figur 10. Sammenligning af cykloiden og semiellipsen. 
Mersenne diskuterede konstruktion af tangenter til en cykloide med både Roberval, Fermat og Descartes, der 
præsenterede hver sin (forskellige) metode. Descartes havde allerede tidligere i forbindelse med hans cykloide 
kvadratur havde kommenteret, at ”Roberval has labored overmuch to produce so small a result”, men kunne nu 
nedgøre Fermats løsning som ”the worst gibberish I have ever seen”. Roberval støttede Fermat, hvorefter Descartes 
skrev til Mersenne, og han kritiserede Robervals konstruktion (40). 
Pascal lavede undersøgelser omkring cykloiden og for at udbrede kendskab til cykloiden og udfordre andre 
matematikere, læs demonstrere at han, Pascal, var bedre end de andre matematikere, lavede han en konkurrence, 
hvor han udlovede en førstepræmie på 40 spanske guldstykker og 20 for andenpladsen (40). 
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Opgaverne Pascal ville have løst: 
1. Find arealet of massemidtpunktet af den del af en halv cykloide‐kurve, som ligger over en linje parallelt med 
basislinjen. 
2. Find volumen og massemidtpunkt af det legeme, der genereres når regionen fra opg. 1 roteres omkring sin 
base og også omkring sin vertikale grænse (40). 
Der blev kun modtaget 2 løsningsforslag. Ingen blev accepteret som fuldstændige og acceptable løsninger. 
Pascal offentliggjorde sine egne løsninger sammen med et skrift ”Historien om Cykloiden” (40). 
Huygens havde kommunikeret med Mersenne omkring at konstruere mere præcise ure og Mersenne foreslog 
tilsyneladende at benytte et pendul som tidsmåler. 
Huygens var dog klar over, at perioden for et cirkulært pendul ikke var uafhængigt af amplituden. Huygens skriver: 
”In a simple pendulum the swings are elongated more from the perpendicular are slower than the others. And so in 
order to correct this defect I first suspended the pendulum between two curved plates …, which by experiment I 
learned in what way and how to bend in order to equalize the larger and smaller swings”. (41). 
Huygens	forsøg	
Huygens eksperimentelle metode var at slå søm i en plade, der begrænsede pendulets bevægelser og benytte en 
fleksibel (silke)snor med et lod som pendul. Hermed kunne placeringen af sømmene tvinge pendulbevægelsen ind i 
flere cirkulære bevægelser. Se Figur 11 (40). 
 
Figur 11. Huygens pendulforsøg. 
Huygens mener at observere, at kurven, som hans pendullod ender med at følge, ligner en cykloide, en form han 
kender på baggrund af Pascals matematik‐udfordring omkring cykloiden. 
Disse observationer leder Huygens til at analysere pendulbevægelser ved hjælp af geometriske overvejelser samt 
faldovervejelser omkring hastigheder og kurver, blandt andet at afstanden tilbagelagt både er proportional med tiden 
i anden og hastigheden i anden. Overvejelserne leder ham til den konklusion, at en tautokrons kurve er en cykloide og 
ikke en cirkel. 
I denne case har Huygens ladet sig inspirere ud fra tidligere urmageres erfaringer og sine egne observationer til at 
udvikle en tidlig udgave af geometrisk inspireret differentialregning.  
 
I forhold til tidligere matematikere, eksempelvis Galileos observationer i forbindelse med pendulbevægelser har 
Huygens gjort sig overvejelser på et højere abstraktionsplan end Galileo og når til en større forfinelse og på et højere 
og mere abstrakt og teoretisk plan. 
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Faktisk kan man godt påstå, at Huygens overvejelser, hvori han benytter geometri til at lave en form for 
differentialregning til at løse et meget praktisk problem, er en teoretisk forløber for Newtons og Leibniz mere 
grundige og teoretisk mere velfunderede udvikling af differentialregning. Trods alt benytter Huygens infinitisimale 
overvejelser til at komme frem til sit resultat. 
 
Huygens arbejdede sig i 1659 frem til formlen for perioden for et pendul lig med: 
ܶ ൌ 2ߨ ∙ ඨܮ݃ 
Hyugens fandt ud af, at det var nødvendigt at lave en tilnærmelse, der kun gjaldt for små udsving, en der definerede 
en cykloid‐kurve med den vertikal akse på en halv pendullængde L. 
Tilfældigvis havde Huygens nærstuderet denne kurve i forhold til en matematik‐udfordring udstedt af Blaise Pascal i 
1654. 
Huygens	bevis	
Huygens konkluderede, at et objekt der glider friktionsløst langs cykloiden vil nå bunden i samme tid og forholdet 
mellem denne tid og tiden for et frit fald fra stilstand til bunden lang cykloidens akse vil være గଶ. I 1673 offentliggjorde 
Huygens sit ”Horologium Oscillatorium” (H.O.) (43),, hvor han beviser, at cykloiden er den nødvendige kurven for et 
isosynkront pendul. 
Bevis (efter H.O.) (42): ”Huygens præsenterer de Galileiske faldregler for frit fald, dvs. at en afstand tilbagelagt er 
proportional til både tiden i anden og hastigheden i anden. Yderligere, afstanden faldet på en given tid er lig med 
afstanden tilbagelagt på den samme tid ved en konstant hastighed på halvdelen af hastigheden ved afslutningen af 
faldet. Efter at have bevist 20 propositioner for detaljerede til at præsentere her, kommer han frem til den følgende 
figur ” (42). 
78/106 
 
 
Figur 12. Udregning af cykloidens form (43). 
”Her er ABC kurven en cykloide dannet af punktet A efterhånden som cirklen AVD ruller langs top linjen DC. Som 
oversat fra latin af Blackwell, fastslår Huygens og beviser at” (42): 
Tiden i hvilken et objekt krydser (spænder) linjen MN, men en ensartet hastighed opnået efter faldet 
gennem kurven BG af cykloiden, vil være relateret (proportionalt) til den tid i hvilken den ville krydse 
linje OP, med halvdelen af den ensartede hastighed, som den ville antage ved et fald gennem hele 
tangenten BI, da tangenten ST er relateret til del QR af aksen.  (43). 
Efter yderligere en proposition hvor han benytter infinitisimale kurvestumper langs cykloiden, når Huygens frem til 
konklusionen i del II af hans værk (42): 
På en cykloide hvis akse er oprettet vinkelret og hvis vertex befinder sig i bunden, er faldtiden, i 
hvilken et objekt ankommer til det laveste punkt i vertexet efter at have forladt et hvilket som helst 
punkt på cykloiden, er ens; og alle disse tider er relateret til tiden tilbagelagt af en vinkelret fald 
gennem hele cykloidens akse i det samme forhold som halvomkredsen af en cirkel forholder sig til 
dens diameter (43). 
Den sidste sætning indeholder గଶ ‐forholdet nævnt før (42). 
”Et isosynkront pendul skal altså tvinges til at følge en cycloide‐bevægelse. Det var nødvendigt for Huygens at finde 
den kurve (evoluten) der skal foldes ud for at forme en cykloide. For at gøre dette opfandt han en ny gren i 
matematikken, evolut teori. Opgaven kan reduceres til at finde en kurve hvor følgende er opfyldt ” (42): 
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Figur 13a. Cykloide‐bevægelse (43). 
 ”Hvert blad er tangent til centerlinjen. 
 Hvert blad er vinkelret på cycloide kurven af pendulet ved kontaktpunktet 
 Bladets længde til kontaktpunktet med pendulvægten er lig med pendulets længde, således at den har en 
kurve længde på den dobbelte diameter af cirklen der genererer cykloide kurven af pendulet, som er en halv 
cykloide målt fra base til vertex. 
Ovenstående fører til, at evoluten må være en kurve der har den samme base, højde og længde som pendulets 
cykloidekurve, og Huygens kom til den overraskende opdagelse, at evoluten er en cykloide genereret af den samme 
cirkel som cykloiden for pendulkurven, eller med andre ord,  cykloiden er dens egen evolut. ” (42). 
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Huygens	eksperimentelle	og	kreative	skridt.	
Der er flere interessante momenter i Huygens arbejde og bevisførelse i forhold til vores projekt, hvor vi gerne vil se på 
de eksperimentelle og kreative skridt. 
Enten havde Huygens allerede fra starten af sit arbejde med Horologium Obervatorium sat sig for, at hans bevis skulle 
ende med at vise, at en isochron pendulbevægelse er en cykloide, eller alternativt har han forsøgt sig frem på mere 
eller mindre eksperimenterende vis hvor han har gjort sig overvejelser om andre kurver. 
Huygens er matematisk eksperimenterende ud fra vores Definition 1 da Huygens afprøvede beregninger for flere 
forskellige kurvetyper før han besluttede sig for, at cykloiden var et sandsynligt valg. 
Det tyder dog fra nogle af hans arbejdspapirer mere på, at han holdt mulighederne åbne og ud fra trigonometriske 
overvejelser og forskellige muligheder for kendte, regulære kurvebevægelser, overvejede, hvilke proportioner de ville 
give hans forhold DB/CB = CE/CF, se figur 14a (”Figure 4.8” fra (41). 
Efter at have afprøvet forskellige kurver kommer Huygens frem til, at cykloiden vil give præcis det korrekte forhold. Så 
snart han ved det, er det forholdsvis nemt at finpudse det (lange) bevis  (41). 
Ifølge Yoder (41) er det ud fra notater sandsynliggjort, at Huygens netop afprøvede flere kurvetyper, blandt andet 
parabler, før han kom frem til, at en cykloide ville give ham de korrekte proportioner. 
Yoder refererer til Figur 5.8  Codex Hugeniorum, f. 75r, (41), s. 86, hvor der ses evolut‐beregninger for både cykloider 
og parabler. 
Den 6. december 1659 beskriver Huygens hvordan han har regnet sig frem til at cykloiden var den korrekte 
isosynkrone bane for et simpelt pendul i et brev til hans tidligere lærer Frans von Schooten . 
Før dette har Huygens regnet på parablens evolut og udregnet at det giver en semikubisk paraboloid, hvilket i praksis 
ville gøre en fysisk konstruktion ret besværlig. 
Mindre end to uger efter den oprindelige beregning ses også Huygens beregninger for evolut’en for en ellipse, hvor 
det lader til at Huygens benytter en universelt anvendelig formel til sine beregninger (41), 89. 
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Figur 13b. Figur 5.8 fra (41). 
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Figur 14a. ”Figure 4.8” (41). 
Havde Huygens allerede fra starten haft en idé om, at det var en cykloide, der var der tilstræbte isosynkrone kurve, 
hvorfor så bruge unødig tid på at regne på andre kurver først, for derefter at vælge cykloiden. Så havde det været 
meget nemmere, at benytte cykloiden som den første kurve og så lave et forsøg med cykloiden og se, om det passede. 
Så er der jo ikke grund til at eksperimentere sig frem med parabler. 
Vi vil i det følgende gennemgå i større detaljegrad dele af beviset for Proposition XI, hvor Huygens netop benytter 
mange enkle beregninger med ensvinklede trekanter. Metoderne er enkle, men antallet af trekanter gør hans 
beregninger relativt uoverskuelige. 
Vi vil mene, at der er kreative skridt i brugen af forholdsvis enkel geometri benyttet på linjestykker, der hver for sig er 
meget enkle men i de overvejelser, som Huygens gør sig, hurtigt som totalbetragtning set, bliver forholdsvis 
komplicerede som et totalt billede af, hvad der sker i en pendulbevægelse. 
Yderligere er der klart kreative skridt i de infinitisimale overvejelser, so Huygens gør sig, der også gør, at man mentalt 
skal have ”tungen lige i munden”, for i lighed med geometrien er de enkelte tegninger og overvejelser ikke isoleret set 
komplicerede, men for eksempel i Proposition XI er der også enkelte steder, hvor de indledende overvejelser er meget 
indlysende men at holde styr på proportionaliteten mellem mangfoldige ensvinklede trekanter kræver et 
imponerende overblik. 
Eksperimentelle skridt: Ud fra vores definition 1. 
Kreative skridt: Ud fra Brunkallas ”creativity of connection”, hvor ”known mathematical tools” kan anvendes på nye 
problemer, så disse problemer kan anskues ”in a new way”. 
Lige præcis i Huygens tilfælde benyttes gammelkendte og anvendte enkle trigonometriske teknikker på en ny måde 
netop i kombinationen med de infinitisimale overvejelser. Dette er jo netop et tilfælde hvor ”known mathematical 
tools” anvendes på nye problemer så de kan anskues ”in a new way”. 
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Så vi ser kreativitet som ”creativity of connection” i  
1. Brugen af trigonometri med enkle virkemidler som ensvinklede trekanter og proportionalitet 
2. Brugen af infinitisimale metoder 
3. Brugen af trigonometri i kombination med de infinitisimale metoder 
 
Tillige er der en eksperimentel tilgang til at regne med forskellige typer kendte kurver for at se, hvilken kurvetyper, der 
giver de relevante proportioner, der er nødvendige for at give den teoretiske form for en isosynchron bevægelse. 
Der kan også argumenteres for en kreativ tilgang i at eksperimentere sig frem med forskellige kurve‐typer, der giver 
de ”korrekte” proportioner, både matematisk og fysisk. 
Endelig ser vi yderligere kreativitet til udvikling af trigonometrisk baseret evolut‐udregning for at finde den bedste 
form på den kurve, der skulle begrænse pendulets bevægelse til en isosynkron bevægelse. 
Faktisk kommer Huygens frem til de samme konklusioner, som man kan komme frem til med mere moderne 
differentialgeometri. 
Det er fascinerende, at det er muligt at benytte (en stor mængde) geometriske overvejelser og så gøre sig de 
infinitisimale tanker og beregninger, for at komme frem til de samme resultater som med moderne metoder kan give 
resultatet på relativt kort tid. 
Endelig ser vi i (41) at Huygens har lavet forskellige fysiske forsøg, i hvert fald med kurver der kommer til at ligne 
cykloide‐baner i hans forsøgsopstilling i Figur 11. 
Ydermere henviser Yoder (41) til, at Huygens i sit brev til Frans von Schooten at han straks vil instruere sine 
instrumentmagere i at lave de fornødne ændringer i hans pendul‐ure, så også her er der et meget fysisk og konkret 
aspekt. 
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Figur 14b. Konstruktion af evoluten. 
I Huygens proposition XI er der flere vigtige detaljer, der skal være opfyldt for at beviset kan gennemføres. 
En første forudsætning for at kunne lave figur 14b er originalbeskrivelsen af Huygens af situationen som følger: 
”Let ABF (Se figur 14b) be any curved line, or part thereof, which is curved in one direction. And let KL be a straight 
line to which all points are referred. … Next select the points B and F, which are close to each other … BD and FE must 
intersect since they are perpendicular to the curve BF on its concave side.” (43). 
”Baggrundsinfo for ovenstående figur er, at BG kunne udgøre en radius i en cirkel C1. Huygens var på jagt efter BG 
udtrykt i andre geometriske værdier som var kendte. Han forestiller sig en anden cirkel C2 som er infinitisimal tæt på 
C1 med tangent til kurven ABF i punktet F. Tangenterne HF og BH forestilles at falde sammen (i de infinitisimale tanker 
senere). Hvis vi sammenligner cirklerne C1 og C2 så kan vi komme frem til en dynamisk beskrivelse af BG.” (16). 
Vigtige men væsentlige detaljer:  
Spm: Hvorfor er BD og FE vinkelrette på kurven BF (16)?  
Svar: DB og FE er tangenter til henholdsvis BH og FH. Da B og F er en infinitisimal afstand fra hinanden må BD og FE 
være vinkelrette på kurven BF. 
 
Vi fortsætter med Huygens originale tekst: 
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”And if the interval BF is taken to be infinitely small, these three points [D, G, E ] can be treated as one. As a result the 
line BH, after having been drawn, is tangent to the curve at B and can also be thought of as a tangent at F. Let BO be 
parallel to KL, and let BK and FL be perpendiculars to KL. FL cuts the line BO at P. and let M and N be the points where 
the lines BD and FE meet KL. Since the ratio of BG to GM is the same as that of BO to MN, then when the latter is 
given, so is the former.” (43). 
OK. Hvordan er det lige, at vi ved, at BG/GM = BO/MN? 
 
Figur 15. Konstruktion af evolut. 
Bevis for, at  ∆	ܰܯܩ	݁ݎ	݁݊ݏݒ݈݅݊݇݁ݐ	݉݁݀	∆	ܱܤܩ		 : Vi benytter ൏ ܤܱܩ	som vinkel BOG. 
Da ܤܱ	݁ݎ	݌ܽݎ݈݈݈ܽ݁	݉݁݀	ܯܰ, ݂åݏ, ܽݐ	 ൏ ܤܱܩ ൌ	൏ ܯܰܩ	 
Da ൏ ܩ ൌ	൏ ܩ og vinkelsummen i en trekant er 180 grader så må ൏ ܱܤܯ ൌ	൏ ܰܯܩ 
Eller efter samme argument som ovenfor: 
Da ܤܱ	݁ݎ	݌ܽݎ݈݈݈ܽ݁	݉݁݀	ܯܰ, ݂åݏ, ܽݐ	 ൏ ܱܤܯ ൌ	൏ ܰܯܩ	 
Da de tre vinkler i de to trekanter ∆	ܰܯܩ	݋݃		∆	ܱܤܩ		 må de to trekanter være ensvinklede, som skulle bevises. 
Nu kan vi fortsætte ud fra dette faktum at de to trekanter er ensvinklede. 
Da ∆	ܰܯܩ	݁ݎ	݁݊ݏݒ݈݅݊݇݁ݐ	݉݁݀	∆	ܱܤܩ		 er der en skalafaktor der angiver sidelængde stor/sidelængde lille for 
korresponderende sidelængder, hvor vi her betragter ∆	ܱܤܩ		 som de store trekant og ∆	ܰܯܩ	som den lille. 
Vi får følgende: 
݇ ൌ 	 ஻ீீெ og ݇ ൌ 	
஻ை
ெே og ݇ ൌ 	
ைீ
ேீ        (8) 
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Derfor må ஻ீீெ ൌ
஻ை
ெே	, som skulle bevises. 
Huygens skriver også ”Now since the ratio of BO to MN is composed of the ratio of BO to BP … plus the ratio of BP to 
MN …” (43). 
Spm: Hvad mener Huygens så med denne formulering ”composed of the ratio of BO to BP … plus the ratio of BP to MN” 
(16) ? 
Svar: Huygens mener, at   ஻ை஻௉ ∙
஻௉
ெே ൌ 	
஻ை
ெே        (9) 
Med moderne notation er det ovenstående ret indlysende enkelt. 
Spm: Hvad mener Huygens så med ”the ratio of BO to BP or of NH to LH? 
Huygens mener, at følgende gør sig gældende: 
஻ை
஻௉ ൌ
ேு
௅ு           (10) 
Spm: Eftervis, at ஻ை஻௉ ൌ
ேு
௅ு  
Mere arbejde med ensvinklede trekanter viser, at ovenstående er sandt. 
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Figur 16. Beregninger af HN/LH. 
Trekant FBP ligedannet med FPO m. FBO trekant FHL ligedannet med trekant FLN er ligedannet med trekant FHN. 
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Skalafaktor ݇ ൌ 	 ு௅஻௉ ൌ
ுே
஻ை	 
Da ∆	ܨܤܱ ∙ ݇ ൌ ∆	ܨܪܰ fås, at 
஻ை
஻௉ ൌ
ேு
௅ு         (11) 
 
Spm: Eftervis, at ஻௉ெே ൌ
௄௅
ெே        
Svar: BP er lig KL da de er overfor hinanden stående sider i et rektangel (figur 15). 
Derfor erstattes BP med KL og vi får: 
஻௉
ெே ൌ
௄௅
ெே        (12) 
Spm: Eftervis, at ஻ைெே ൌ 	
ேு
௅ு ∙
௄௅
ெே                     (13) 
Svar: Vi tager udtryk (11) og ganger med udtryk (12), altså ganger venstre side med venstre side og højre side med 
højre side. 
ܤܱ
ܤܲ ∙
ܤܲ
ܯܰ ൌ
ܰܪ
ܮܪ ∙
ܭܮ
ܯܰ 
BP går ud med BP på venstre side og vi får: 
ܤܱ
ܯܰ ൌ	
ܰܪ
ܮܪ ∙
ܭܮ
ܯܰ 
Som vi skulle vise. 
Der er yderligere et enkelt skridt før vi kommer til udtrykket der angiver BG, som er kurvens ”radius of curvature” 
Som Lodder formulerer det (16): ”Huygens ends his derivation of BG with what amounts to a verbal description of this 
equality about ratios. In a specific example, knowledge of BM, HN/HL, and KL/MN would determine the position of G 
and the distance BG, which is the radius of curvature.” 
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Figur 17. Moderne notation for cykloide‐bevægelse (43). 
Ovenstående tegninger fra engelsk oversættelse af H.O. af Ian Bruce med den mere moderne tegning af en cykloide 
med mere moderne betegnelser. 
  
Figur 18. Huygens ur (45).   
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Diskussion	
Vi har i de to cases med Fermat (beviset for Fermats Sidste Sætning for n=4) og Gauss identificeret først generelle 
skridt i vores beviser og derefter identificeret eksperimentelle og kreative skridt i vores beviser. 
Tilsvarende har vi i vores Huygens case i et meget specifikt eksempel gennemgået bevis‐skridt og identificeret 
specifikke eksperimentelle skridt samt gjort os generelle overvejelser for større dele af Huygens bevis omkring 
kreative skridt ifølge Brunkallas ”creativity of connection”. 
Fermat: 
Der er eksperimentelle skridt i formen ”eksperimentel matematik indeholdende iterationer” men det er svært at 
underbygge andre eksperimentelle skridt, udover at Fermat har arbejdet med i hvert fald to forskellige metoder til at 
komme frem til (2A). 
I og med at Fermat gennem brevveksling og sit ene offentliggjorte bevis har vist, at han havde to forskellige metoder 
til at komme til (2A) kan man ved Definition 1 mene, at der er eksperimentelle skridt. Det er dog ikke penslet meget 
konkret ud i brevveksling og bevis. 
Beklageligvis er det meste dokumentation omkring Fermat netop hans brevveksling med andre og et enkelt bevis. Dog 
består brevvekslingen i højere grad af udfordringer til andre matematikere end uddybelser og overvejelser omkring, 
hvad han selv gjorde i sine beviser og hvordan Fermat var kommet frem til sine konklusioner. 
Så set i det lys er Fermat ikke noget godt valg i forhold til ønsker om meget præcis dokumentation af hans kreative 
forsøg på at gennemføre forskellige dele af sit bevis. 
Der er lykkedes os at identificere skridt, som vi mener at kunne argumentere for er kreative, i både Gauss casen og 
Huygens casen. 
Gauss havde åbenbart en fantastisk hukommelse og kunne genkende tal med mange mange decimalers nøjagtighed 
samt kunne så ved hjælp af denne evne kombinere flere data til hypoteser, der så med yderligere arbejde og måske 
mere eksperimenteren, kunne ende med at blive til beviser for de postulerede sammenhænge. 
Det er interessant at identificere flere mulige kreative skridt udelukkende ud fra selve bevis‐teksten. 
Selvom det lader til, at Gauss var meget egocentreret, lidt storhedsvanvids‐agtig, ikke var god til at rose folk (andre 
end måske lige Riemann), og skulle have virket afvisende og meget ”det‐har‐jeg‐bevist‐før”‐agtig, så kan man faktisk i 
hans egne notater se, at Gauss for eksempel havde arbejdet meget og meget detaljeret omkring ikke‐euklidiske 
geometrier à la Lobacheski og Bolyai. Desværre fik han næsten lukket munden grundigt på Bolyai ved sin kontante 
afvisning af, at han havde fundet noget revolutionerende. Gauss skrev jo, at ”Hvis jeg skulle rose ham skulle jeg rose 
mig selv for jeg har arbejdet med noget tilsvarende for mange år siden.” (33). Dog skriver Gauss kort tid efter til en 
anden samtidig matematiker, at hans vens søn har begået noget banebrydende og enestående. Så Gauss var både 
egocentreret men kunne også give positiv kritik, bare ikke altid lige til den relevante person eller på en nødvendigvis 
befordrende måde. 
Gauss udtalte selv omkring sit matematiske arbejde og udvikling af theoremer (47): 
“...durch planmässiges Tattonieren.” 
(... through systematic, palpable experimentation.) 
Response, when asked how he came upon his theorems.  
Gauss havde en glimrende vane med i en periode at skrive en matematisk dagbog, som er blevet udgivet. 
Det er primært fra denne dagbog, at vi har materialet, der underbygger vores påstand om eksperimentelle og kreative 
skridt i Gauss’ bevis. 
Specielt skridtene 48‐52 med Gauss’ numeriske resultater i skridt 54 er et imponerende stykke eksperimenterende 
matematik, også i forhold til valget af parametere i M som (k+1), (k‐1) hvor man ud fra Gauss’ dagbog netop kan se, at 
han har eksperimenteret sig frem med andre mere enkle kombinationer først som angivet nedenfor. 
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Skridt 46‐47 Flere eksperimentelle skridt: At benytte en kombination af parametere for M, der hedder 1+k og 1‐k giver 
nogle formler, der er hensigtsmæssige at regne med i forbindelse med næste skridt.  Ifølge Gauss’ matematiske 
dagbog ((70), s. 2), forsøgte han først at regne med M(1,k) for a finde et system i en mulig potens‐række men uden at 
det lykkedes. Så i forhold til valget af M(1+k, 1‐k) er der tydelige eksperimentelle skridt i forhold til at der er forsøgt 
andre alternative metoder før valget af M(1+k, 1‐k) ifølge Definition 1. 
Huygens var mere praktisk eksperimenterende med både praktiske forsøg med penduler samt også en 
eksperimenterende tilgang til sin matematiske bevisførelse. 
Ifølge Yoder (41) og Huygens notater fra hans tid omkring udvikling af hans H.O. (43), fremgår det forholdsvis tydeligt, 
at Huygens for det første har benyttet en kreativ brug og tankegang omkring brug af klassisk Euklidisk matematik i 
passende komplicerede sammenhænge til, at ikke enhver kan følge med. Yderligere bekræfter notater, at Huygens har 
afprøvet beregninger for i hvert fald parabler inden han forsøgte at få sine beregninger for den isochrone bevægelse 
til at passe med en bestemt pendulbevægelse. 
Så vi ser kreativitet i indgangsvinkel til geometrien, kreativitet i brug af geometrien, kreativitet i brug af infinitisimale 
overvejelser og kreativitet i en eksperimentel tilgang til at afprøve forskellige kurveformer. 
Den udviste kreativitet svarer i høj grad til ”creativity of connection”, dvs at benytte allerede eksisterende metoder til 
at udvikle ny viden. 
Huygens skriver selv til Tschirnhaus i 1687, (46). 
“...great difficulties are felt at first and these cannot be overcome except by starting from experiments .. and then be 
conceiving certain hypotheses ... But even so, very much hard work remains to be done and one needs not only great 
perspicacity but often a degree of good fortune.“ 
Hos Huygens ser vi er større vekselvirkning mellem de fysiske forsøg og de matematiske beregninger og beviser, end 
for eksempel hos Fermat og Gauss. 
Vi har identificeret tydelige kreative skridt i Fermats, Gauss og Huygens cases. 
Hvis vi sidestiller udvikling af matematisk viden med kreative skridt i beviser, så er der eksperimentelle skridt til stede i 
de tre cases, om end ikke nær så godt underbygget i Fermats case som i de to andre cases. 
Lad os formode, at vi har ret i eksistensen af eksperimentelle skridt i alle tre beviser. 
Alle tre beviser indeholder også kreative skridt, ikke mindst da de hver især bidrager med et nyt bevis, som ikke før er 
set. Det vil sige, at vi har valgt beviser, hvor der absolut ikke hersker nogen tvivl om, at der bidrages med ny 
matematisk viden. 
Det faktum, at der foretages eksperimentelle skridt under udviklingen af denne matematiske viden falder rigtigt godt i 
tråd med vores Figur 1, som jeg vil vise nedenfor: 
Ifølge Figur 1 findes der en empirisk viden, dvs. viden om foretagne forsøg og deres resultater. 
Tager vi Gauss’ eksemplet, hvor Gauss opdager en sammenhæng mellem agm(√2, 1) og గఠഥ , 
så er dette en ”observation” som kunne betyde, at disse to udtryk var ens. 
Så er det jo så, at Gauss skal til at tænke kreativt og eksperimentelt. 
Nogle af de eksperimentelle aktiviteter, som vi ser, er jo for eksempel, at Gauss regner på M(1,k) udtrykt som en 
potensrække. 
Dvs. Gauss lader til at tænke eksperimenterende gennem en intuition, og derefter mere konkrete skridt og derefter en 
konkret afprøvning for at teste, om det kunne føre et konstrukivt sted hen mod et færdigt bevis. 
OK, efter at have gennemløbet Eksperiment 2 3 og måske 4 kan Gauss konkludere, at han fik nogle ikke specielt 
gennemskuelige koefficienter til sine led i potens‐rækken. 
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Resultater viser ikke nødvendigvis, at hans hypotese er ukorrekt, men nok nærmere, at dette ikke var en ”god” eller 
”nem” eller gennemskuelig måde at komme frem i forhold til et bevis. 
Nu er den empiriske viden så forøget med den viden, at M(1,k) havde et i denne henseende upraktisk valg af 
parameter til at udvikle en potensrække. 
Så prøver Gauss M(1+k, 1‐k) og han har givetvis gjort sig overvejelser, som han ikke har noteret sig, før han 
eksperimenterer videre med dette valg, som så virkede bedre, som bestyrker hans mistanke om, at dette kan virke og 
lede til et bevis. 
Gauss metode “...durch planmässiges Tattonieren.” harmonerer jo glimrende med flow sheet i Figur 1. 
 
Yderligere ved vi fra (65) at Gauss lavede mere end et bevis for ovenstående sætning, nemlig også et bevis, hvor han 
benytter skridt (36) men på en lidt anden måde. 
Den binomialserie, som Gauss gerne vil frem til, er  højre siden af Skridt 34. 
Serien y af højre side af Skridt 34 er er løsning til den hypergeometriske differentialligning 
ሺ݇ଷ െ ݇ሻݕᇱᇱ ൅ ሺ3݇ଶ െ 1ሻݕᇱ ൅ ݇ݕ ൌ 0 
Som han arbejder videre med og ender med at gennemføre beviset. Dette ses også i hans matematiske dagbog (65). 
Det vil sige, Gauss forsøgte flere forskellige metoder til at vise den samme sætning. Det er i sig selv også et 
eksperimentelt skridt.  	
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Konklusion	
 
”Hvordan udvikles ny matematisk viden ved hjælp af eksperimentelle metoder ud fra cases med udvikling af beviser?” 
Matematisk viden udvikles ved hjælp af eksperimentelle metoder i udvikling af beviser som vist i Figur 1 (19). 
I alle vores cases er der mere eller mindre tydelige eksperimentelle skridt. 
De mest tydelige eksperimentelle skridt er i Gauss’ og Huygens cases og de knap så velunderbyggede eksperimentelle 
skridt er i vores Fermat case (for n=4 beviset). 
Med udgangspunkt i Gauss beviset og et af de mere tydelige eksperimentelle skridt ses, at flow‐sheet i Figur 1, der 
kommer med et forslag til eksperimentelle skridt til udvikling af videnskabelig viden, godt kan benyttes i forhold til 
udvikling af matematisk viden. 
Vi mener, at denne model er en god videreførelse af de eksperimentelle overvejelser, først af Kant, derefter forfinet af 
Popper, som lagde meget vægt på at kunne designe forsøg til at kunne falsificere teorier, og til sidst videreudviklet af 
Lakatos, hvor kreative skridt i udvikling af matematiske beviser er resultatet af en eksperimenterende proces. 
Lakatos eksperimenterende proces passer godt overens med Daske & Tomas flow‐sheet (19). 
Alle vores beviser ender ud i et bevis for noget nyt, det vil sige, der udvikles ny matematisk viden. 
I princippet kan der godt forekomme eksperimenterende matematik uden at det fører til ny matematisk viden. 
I vores tilfælde har vi dog observeret eksperimentelle skridt i vores beviser, der fører til ny matematisk viden. 
Yderligere vil vi meget gerne kommentere, at det er ærgerligt at den moderne ”eksperimentelle matematik” primært, 
hvis ikke næsten udelukkende, beskæftiger sig med computer‐beregninger. 
Vi har benyttet definitioner af eksperimentelle skridt, som enten er meget generelle (Definition 1), hvilket gør vores 
arbejde mere generelt og mindre specifikt, eller meget specifikke, som Bailey og Borweins ”Roles for computation”, 
hvilket gør vores tilfælde næsten for specifikke, og desværre målrettet et helt andet formål. 
Tilsvarende er overvejelser omkring kreativitet i matematiske beviser næsten udelukkende designet til at analysere, 
hvad formålet er med en kreativ del af et bevis, som for eksempel Hanna (21, 35), hvor der skelnes mellem 
hvor ”verification”, ”explanation” eller ”communication” eller andre egenskaber et bevis eller bevis‐afsnit måtte have. 
Der er ikke mange steder, hvor der står meget specifikt, hvad et kreativt skridt i matematiske beviser skal og bør 
indeholde for at klassificeres som et sådant. 
Vi har benyttet Brunkallas definitioner, som vi syntes er dækkende men kunne godt tænke os at opfordre til at 
videreudvikle disse definitioner af kreative skridt til brug i analyse af beviser. 
Tilsvarende kunne vi godt tænke os mere egnede definitioner til at beskrive eksperimenterende matematik end de få, 
som vi har fundet og benyttet. 
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Bilag	1.	Euklids	definitioner	
Definitioner: 
1. Et Punkt er det, som ikke kan deles. 
2. En Linie er en Længde uden Bredde. 
3. En Linies Grænser er Punkter. 
4. En ret Linie er en Linie, som ligger lige mellem Punkterne på den. 
5. En Flade er det, som kun har Længde og Bredde. 
6. En Flades grænser er linier. 
7. En plan Flade er en Flade, som ligger lige mellem de rette linier i den. 
8. En plan Vinkel er Hældningen mellem to linier, som ligge i samme plan, have et 
punkt fælles og ikke ligge på ret linie. 
9. Når de Linier, der indeslutte vinklen ere rette, kaldes vinklen retlinet. 
10. Når en ret Linie er oprejst paa en anden, så at de ved siden af hinanden liggende 
vinkler blive ligestore, er enhver af de ligestore Vinkler ret; og den Linie, der er 
oprejst på den anden, kaldes lodret på den anden.3 
11. En stump Vinkel er en, som er større end en ret. 
12. En spids vinkel er en, som er mindre end en ret. 
13. Omkreds er Grænsen for noget. 
14. En Figur er det, som indesluttes af en eller flere Omkredse. 
15. En Cirkel er en plan Figur, indesluttet af een sådan Linie (som kaldes Periferien), at 
alle de rette Linier, der kunne drages ud til den fra eet indenfor Figuren liggende 
Punkt, ere indbyrdes ligestore. 
16. Dette Punkt kaldes Centrum i Cirkelen. 
17. En Diameter i Cirkelen er en ret Linie, trukken gennem Centrum og begrænset til 
begge Sider af Cirkelperiferien; den halverer også cirkelen. 
18. En Halvcirkel er en Figur, som indesluttes af en Diameter og den af Diameteren 
afskårne Periferi. Halvcirkelens centrum er det samme som Cirkelens. 
19. Retlinede Figurer ere sådanne, som indesluttes af rette Linier: tresidede, som 
indesluttes af tre, firsidede af fire, flersidede af flere end fire rette Linier. 
20. Af tresidede Figurer kaldes den, der har alle sider ligestore, en ligesidet, som kun har 
to Sider ligestore, en ligebenet, og den som har alle tre sider uligestore, en skæv Trekant. 
21. Af tresidede figurer kaldes endvidere den, som har en ret Vinkel, en retvinklet, den 
som har en stump Vinkel, en stumpvinklet, den, som har alle tre Vinkler spidse, en 
                                                                
5 Nutidig sprogbrug erstatter "lodret på den anden" med "en normal". 
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spidsvinklet Trekant. 
22. Af firsidede Figurer kaldes den, som både er ligesidet og retvinklet, et Kvadrat, den, 
som er retvinklet, men ikke ligesidet, et Rektangel, den som er ligesidet, men ikke 
retvinklet, en Rhombe, den som har bade modstående Sider og Vinkler ligestore, men 
hverken er ligesidet eller retvinklet, en Rhomboide; de øvrige Firsider kunne kaldes 
Trapezer.4 
23. Parallele ere de rette Linier, som ligge i samme Plan og, når de forlænges 
ubegrænset til begge sider, ikke mødes til nogen af siderne. 
 
 
 
  
   
                                                                
4 Nutidig sprogbrug definerer et trapez som en firkant, hvor to sider er parallelle. 
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Bilag	2:	Frey	og	Wiles	
Freys arbejde mere detaljeret (Fra David A. Cox ”Introduction to Fermat’s Last Theorem” samt Paulo 
Ribenboim’s ”Fermats Last Theorem for Amateurs” og Simon Singh’s ”Fermat’s Last Theorem”: 
De ikke‐trivielle løsninger (se Fermats bevis for Fermats Sidste Sætning for n=4) til Fermats Sidste Sætning 
medfører eksistensen af meget afvigende elliptiske kurver, som vi vil kalde ”Frey kurver”. 
Ken Ribet beviser i 1986, at disse Frey‐kurver ikke er modulære.5 
Givet ܽ௣ ൅ ܾ௣ ൌ ܿ௣ som løsning til Fermats Sidste Sætning, så får vi en associeret Frey kurve som skrives: 
ݕଶ ൌ ݔሺݔ െ ܽ௣ሻሺݔ ൅ ܾ௣ሻ 
Som tidligere er a,b,c relativt primiske heltal forskellige fra 0 og p er et ulige primtal. Dette er en eliptisk 
kurve over de rationelle tal Q. 
Generelt er en elliptisk kurve over Q skrevet som en ligning på følgende form: 
ݕଶ ൌ ܣݔଷ ൅ ܤݔଶ ൅ ܥݔ ൅ ܦ 
hvor A,B, C, og D er rationelle tal og trediegradspolynomiet på højre side har specifikke rødder. 
Der er vigtige detaljer omkring konstruktionen af Frey kurverne: 
En løsning af ܽ௣ ൅ ܾ௣ ൌ ܿ௣ giver løsninger  ܾ௣ ൅ ܽ௣ ൌ ܿ௣ og  ܽ௣ ൅ ሺെܿ௣ሻ ൌ ሺെܾሻ௣	da p er ulige. 
Denne løsning kan omskrives til at b er lige og ܽ ≡ െ1	݉݋݀	4. 
Den ovenstående betingelse er nødvendig for at sikre at Frey‐kurven er semistabil. 
Yderligere skal p>3 pga tekniske årsager, se nedenstående bevis for ”Lemma 1”. 
Definitioner og uddybelse af ovenstående: 
Definition: En funktion f(z) på den øvre halv‐plan {z=x+iy:y>0} er en modulær funktion af niveau (level) N 
hvis f(z) er meromorfisk, selv i spidserne (cusps) (se forklaring ”Den modulære kurve X0(N)”) og for alle 
heltal a,b,c,d med ad‐bc=1 og N|c haves 
݂ ൬ܽݖ ൅ ܾܿݖ ൅ ݀൰ ൌ ݂ሺݖሻ 
Taniyama‐Shimura formodningen: 
Givet en elliptisk kurve ݕଶ ൌ ܣݔଷ ൅ ܤݔଶ ൅ ܥݔ ൅ ܦ over Q, findes der ikke‐konstante modulære funktioner 
f(z), g(z) af samme niveau N således at: 
݂ሺݖሻଶ ൌ ܣ݃ሺݖሻଷ ൅ ܤ݃ሺݖሻଶ ൅ ܥ݃ሺݖሻ ൅ ܦ 
Definition af den modulære kurve X0(N): (David.  A Cox.) *** 
                                                                
5 Singh, S., ”Fermat’s Last Theorem”, s. 267, Harper Perennial, 1997. 
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Frey‐kurvens invarianter: 
Vi formoder at vi har Frey kurven ݕଶ ൌ ݔሺݔ െ ܽ௣ሻሺݔ ൅ ܾ௣ሻ med de sædvenlige formodninger om a,b,c. Så 
fås de følgende invarianter: 
 Udover diskriminanten beskrevet i teksten har en elliptisk kurve over Q en mere ”subtil” invariant 
som kaldes den ”minimale diskriminant”. Frey kurvens minimale diskriminant er  
∆ൌ 2ି଼ܽଶ௣ܾଶ௣ܿଶ௣. Da b er lige og p>= 5 er dette tal stadig et heltal.. Denne er forskellig fra 
diskriminanten da diskriminants værdi afhænger af den specifikke ligning der definerer kurven 
hvorimod den minimale diskriminant er ”iboende” (”intrinsic”). *** 
 Frey kurvens ”conductor” er ܰ ൌ ∏ ݈௟|௔௕௖ . Det kan vises at en modulær elliptisk kurve er 
parametriseret af modulære funktioner hvis niveau N er lig med kurvens ”conductor”. 
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 Frey kurvens ”j‐invariant” er ݆ ൌ 2଼ሺܽଶ௣ ൅ ܾଶ௣ ൅ ܿଶ௣ሻଷ/ܽଶ௣ܾଶ௣ܿଶ௣. J‐invarianten klassificerer 
kurven op til isomorfisme over de komplekse tal. 
Wiles 
 
Den øverste del af side 13, ”David A. Cox …”: 
Wiles endelige logik for at bevise Fermat’s sidste sætning: 
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Bilag	3:	Larry	Freeman:	Unique	factorization	fails	
TUESDAY, JULY 25, 2006 
Larry Freeman: 
http://fermatslasttheorem.blogspot.dk/2006/07/cyclotomic-integers-unique_25.html 
Cyclotomic Integers: Unique Factorization Fails 
Unique factorization fails for cyclotomic integers starting with λ = 23 where λ represent the primitive root of 
unity that a given cyclotomic integer is based on. For details on cyclotomic integers start here. This blog is 
part of the general proof that shows that Fermat's Last Theorem is true for regular primes. 
 
The content is today's blog is based on Harold M. Edwards' Fermat's Last Theorem: A Genetic Introduction for 
Algebraic Number Theory. In today's blog, I take one result from Edwards. Edwards goes over a much more 
complete list of calculations taken from Ernst Kummer's original article. 
 
Theorem 1: Not all cyclotomic integers are characterized by unique factorization 
 
Proof: 
 
(1) The method of this proof is to show that unique factorization fails for the number 47 when λ = 23. 
 
NOTE: We only need to show one case of failure to show that unique factorization fails. 
 
(2) Norm of (1 - α + α21) = 47*139. 
 
NOTE: These calculations are taken directly from Edwards. If you see any mistake, please compare it to 
Edwards' book for the correction. Edwards takes his calculations from Kummer's original paper. 
 
(a) Nf(α) = f(α)*f(α2)*...*f(αλ-1) [Nf(α) = Norm of f(α) See Definition 2, here] 
 
(b) Let G(α) = f(α)f(α4)f(α-7)f(α-5)f(α3)f(α-11)f(α2)f(α8)f(α9)f(α-10)f(α6) 
 
where α-x = α23-x 
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(c) Then Nf(α) = G(α)G(α-2) 
 
since G(α-2) = f(α-2)f(α-8)f(α14)f(α10)f(α-6)f(α22)f(α-4)f(α-16)f(α-18)f(α20)f(α-12) 
 
To be clear: 
 
G(α) = f(α)f(α4)f(α16)f(α18)f(α3)f(α12)f(α2)f(α8)f(α9)f(α13)f(α6) 
 
G(α-2) = f(α21)f(α15)f(α14)f(α10)f(α17)f(α22)f(α19)f(α7)f(α5)f(α20)f(α11) 
 
(d) Let: 
 
g(α) = f(α)f(α4) 
 
h(α) = g(α)f(α-7) 
 
(e) Then: 
 
G(α) = h(α)h(α-5)h(α2)g(α-10) 
 
since this equals: 
 
[f(α)f(α4)f(α16)][f(α18)f(α3)f(α12)][f(α2)f(α8)f(α9)][f(α13)f(α6)] 
 
(f) Now, we can do the following computations: 
 
g(α) = f(α)f(α4) = (1 - α + α21)(1 - α4 + α15) = 
= α21 - α16 + α15 + α13 + α5 - α4 - α2 - α + 1. 
 
h(α) = g(α)f(α-7) = 
= (α21 - α16 + α15 + α13 + α5 - α4 - α2 - α + 1)(1 - α16 + α10) = 
= α20 + α19 + α17 -3α16 + α13 + α12 + α9 - α8 - α7 + α5 - α2 - α + 1. 
 
h(α-5) = α15 + α20 + α7 - 3α12 + α4 + α9 + α - α6 - α11 + α21 - α13 - α18 + 1. 
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h(α2) = α17 + α15 + α11 - 3α9 + α3 + α + α18 - α16 - α14 + α10 - α4 - α2 + 1 
 
g(α-10) = α20 - α + α11 + α8 + α19 - α6 - α3 - α13 + 1 
 
(g) So, G(α) = -44 + 15θ0 - 13θ1 
 
where θ0 = α + α4 + α-7 + ... + α6 and θ1 = -1 - θ0. 
 
(h) Now, we can check it to find: 
 
θ0θ1 = 11 + 5θ0 + 5θ1 = 6. 
 
(i) Now, we are ready to put the calculation all together so that: 
 
N(1 - α + α21) = G(α)G(α-2) = 
 
= (-31 + 28θ0)(-31 + 28θ1) = 312 - 31*28(θ0 + θ1) + 6*282 = 961 + 868 + 4704 = 6533 = 47*139. 
 
 
(3) Norm(47) = 47*47*....*47 = 4722. 
 
(4) Norm(139) = 139*139*...*139 = 13922 
 
(5) But, then (1 - α + α21) doesn't divide 47 and (1 - α + α21) doesn't divide 139 since (from Lemma 6, here), 
a cyclotomic only divides another cyclotomic integer if the norm of the first cyclotomic integer divides the 
norm of the second cyclotomic integer. 
 
NOTE: In other words, 47*139 does not divide 13922 and likewise, 47*139 does not divide 4722. 
 
(6) And this violates Euclid's Lemma since (1 - α + α21) does divide 47*139 by the equation in step #2 but it 
doesn't divide 47 and it doesn't divide 139. 
 
NOTE: The equation proved in step #2 is: 
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N(1 - α + α21) = (1 - α + α21)*(1 - α2 + α21)*...*(1 - α21 + α21) = 47*139. 
 
(7) And this means that unique factorization does not exist in this situation. [See here for details on the 
Fundamental Theorem of Arithmetic and its dependence on Euclid's Lemma] 
 
QED 
 
Kummer then developed his theory of ideal numbers in order to save unique factorization for cyclotomic 
integers.  
 
 
